
مقالات مبسوط يده چ

توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین

١۴٠٢ مرداد ٢-١

تبریز اه دانش

کامپیوتر علوم و آمار ، ریاض ده دانش

تنظیم و تهیه

فغفوری مرتض دکتر و غفارزاده نرگس دکتر



کنندگان حمایت

تبریز اه دانش

ایران ریاض انجمن

بناب اه دانش

مدن شهید اه دانش

شرق آذربایجان استان دولت غیر فناوری و پژوهش صندوق

تبریز ریس آذر حوله کارخانه

سمینار اجرایی کمیته اعضای

سمینار دبیر فغفوری مرتض دکتر

سمینار اجرایی دبیر رنجبری اصغر دکتر

تبریز اه دانش آوری فن و پژوهش معاون شیری جلال دکتر

تبریز اه دانش الملل بین روابط مدیر شجاع سعید دکتر

ده دانش رئیس مراث حمیدرضا دکتر

ده دانش آوری فن و پژوهش معاون ایزدخواه حبیب دکتر

محض ریاض گروه مدیر سهندی پرویز دکتر

سمینار دبیرخانه مسئول غفارزاده نرگس دکتر

موسوی حمید دکتر

شال احمدی جعفر دکتر

بدل حاج عل دکتر

دوست حقیقت قربانعل دکتر

دلیری امید آقای



سمینار علم کمیته اعضای

ایران ریاض انجمن نماینده تومانیان ردیچ م دکتر
تبریز اه دانش پوررضا ابراهیم دکتر
علم تبریز–دبیر اه دانش فغفوری مرتض دکتر

تبریز اه دانش محمدپوری اکرم دکتر
تبریز اه دانش رنجبری اصغر دکتر
تبریز اه دانش سهندی پرویز دکتر
ارومیه اه دانش رضایی بهمن دکتر
تهران اه دانش زارع هادی دکتر
مدن شهید اه دانش دوست حقیقت قربانعل دکتر
مدن شهید اه دانش عابدی اسماعیل دکتر

بناب اه دانش بدل حاج عل دکتر
مراغه اه دانش پاشایی فیروز دکتر
اردبیل محقق اه دانش لطیف داریوش دکتر

قم اه دانش طیبی اکبر دکتر
تبریز فرهنگیان اه دانش پور عظیم سهراب دکتر



مقالات
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تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

کروی متقارن ایستای فضا-زمان در مینیمال ابررویه�های ایزومتری�های

قویدل غفارزاد زهرا و محمدپوری اکرم

در ثابت حجم تحت مینیمم سطح با ابررویه لاگرانژین برای کیلینگ برداری میدان�های مقاله این در یده. چ
�آوریم. م به�دست را کروی متقارن ایستای فضا-زمان�های از خاص رده ی

لاگرانژین. کروی، متقارن ایستای فضا-زمان نوتر، تقارن�های کلیدی: کلمات

مقدمه .١

ایستای جواب ی که داد نشان و آورد به�دست را انیشتین میدان معادلات از اول دقیق جواب شیلد شوارتز
و گرانش سقوط پدیده درک به کم خاطر به کروی متقارن فضا-زمان�های اهمیت است. کروی متقارن

سیاه�چاله�هاست.
جبری عناصر ژئودزی معادلات ل تقارن�های که است شده داده نشان [١١ ،۵ ،١] مقالات از تعدادی در
�دانان ریاض �شود، م نتیجه ژئودزی لاگرانژین از ژئودزی معادلات چون این بر علاوه هستند. فضا تصویری
فضا تجانس جبر عناصر نوتر تقارن�های که داده�اند نشان و کرده�اند مطالعه را لاگرانژین این نوتر تقارن�های
اگر هستند. مهم بسیار حرکت معادلات تعداد برابری دو کاهش خاطر به نوتر تقارن�های مطالعه .[١٠] هستند

کرد. تبدیل انتگرال�گیری به را ODE معادلات �توان م باشد موجود نوتر تقارن�های از کاف تعداد
[٨ ،۶ ،۴] (PDEs) جزئ دیفرانسیل معادلات از خاص کلاس�های نوتر و ل تقارن�های به مطالعات این

�دهند. م را زمینه فضای همدیس گروه یل تش مولدها که شده داده نشان و است شده داده تعمیم
انتگرال عمل به مربوط مسائل همه به اصل این بنابراین هستند، انتگرال عمل تقارن�های نوتر، نقطه�ای تقارن�های
مینیمم سطح با ابررویه تعیین ر دی مسأله نباشد. حرکت معادلات به مربوط مسأله اگر حت �شود، م مربوط
مانند و �پردازد م رویه مینیمم�سازی به انتگرال عمل مورد این در است. فضا-زمان ی در ثابت حجم تحت
تقارن�های بین نویسندگان [١٢ ،٢] در .[١٢ ،٩ ،٣ ،٢] نیست قوس طول دارای حرکت معادلات حل حالت

یافته�اند. رابطه�ای خاص فضاهای برخ برای زمینه فضای ایزومتری�های و مینیمال لاگرانژین نوتر،
ثابت تحت مینیمم سطح با ابررویه نوتر نقطه�ای تقارن�های تعیین نیز مقاله این از هدف شده ذکر مقالات مشابه
هستند. کیلینگ جبر عناصر نوتر تقارن�های مولدهای �دهیم م نشان است. کروی متقارن ایستای فضا-زمان در
x = (x۱, . . . , xp) مستقل متغیر p شامل که ∆(x, u(n)) = ۰ فرم به دیفرانسیل معادلات از دستگاه ی
فرم به تابع ، دستگاه چنین جواب �گیریم. م نظر در را �باشد م u = (u۱, . . . , uq) وابسته متغیر q و

آن در که �باشد م u = f(x)

uα = fα(x۱, . . . , xp), α = ۱, . . . , q,(١.١)

است. x = (x۱, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابع
U ≃ Rq روی مختصات دستگاه ی u و X ≃ Rp روی مختصات دستگاه ی معرف x که کنید فرض
و x وابسته و مستقل متغیرهای از ل متش که E = X × U ≃ Rp+q اقلیدس فضای این�صورت در باشد.
دستگاه برای تقارن گروه ی �شود. م ∆گفته = ۰ دیفرانسیل معادلات دستگاه متناظر کل فضای �باشد، م u
E از بازی مجموعه ی روی که �باشد م G مانند تبدیلات از موضع گروه ،∆ = ۰ دیفرانسیل معادلات

�نماید. م تبدیل ری دی جواب به ∆را = ۰ دستگاه از جواب هر به�طوری�که نموده عمل O مانند

. ٣۵B٠۶،٧٠H٣٣ :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. قویدل غفارزاد زهرا سخنران:

١



قویدل غفارزاد زهرا و محمدپوری اکرم ٢

کنید فرض

U (n) := U × U۱ × . . .× Un,(٢.١)

نمودن اضافه با �باشند. م مرتبهiام از جزیی مشتقات فضای نماینده i = ۱, . . . , n به�ازای Uiها به�طوری�که
فضای ،U (n) به مستقل متغیرهای فضای

Jn = X × U (n)(٣.١)

�دهیم. م نشان Jnf نماد با را آن و گفته u = f(x) تابع nام مرتبه جت فضای آن به که �آوریم م به�دست

کنیم فرض .١.١ قضیه

v =

p∑
i=۱

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=۱

ϕα(x, u)
∂

∂uα

برداری میدان ی v برداری میدان n-ام مرتبه امتداد باشد. O ⊂ E باز زیرمجموعه روی برداری میدان ی
ل ش به

v(n) = v +

q∑
α=۱

∑
J

ϕJ
α(x, u

(n))
∂

∂uα
J

(۴.١)

فرمول با (۴.١) در ϕJ
α ضرایب که �باشد م Jn(O) روی

ϕJ
α(x, u

(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=۱

ξiuα
i

)
+

p∑
i=۱

ξiuα
J,i(۵.١)

�شوند. م ساخته

[٧] نوتر ١٩١٨ سال در است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از نوتر معروف قضیه خاطر به تغییرات تقارن�های
دیفرانسیل معادلات دستگاه�های برای موضع پایستگ قوانین یافتن برای را نوتر) (قضیه خود مشهور وریتم ال

نمود. ارائه �پذیرند، م را تغییرات تقارن�های که
و Φ = Φ(x) = (Φ۱,Φ۲, . . . ,Φm) هموار تابع و x = (x۱, . . . , xn) مستقل متغیر n با J [Φ]تابعک

یرید. ب نظر در را شده�اند تعریف Ω دامنه روی که ،k مرتبه تا آن مشتقات

J [Φ] =

∫
Ω

L[Φ]dx =

∫
Ω

L(x,Φ, ∂Φ, . . . , ∂kΦ)dx,

�نامند. م تغییرات انتگرال را J [Φ]تابعک و لاگرانژین را L[Φ]dx = L[x,Φ, ∂Φ, . . . , ∂kΦ] تابع
باشد زیر متر با فضا-زمان Mnی کنید فرض حال

ds۲ = −du۲ + hij(u, xk)dx
idxj , i, j = ۱, . . . , n− ۱.(۶.١)

زیر رابطه در ثابت حجم گرفتن نظر در با و مینیمال سطح با ابررویه لاگرانژین [١٢] �شود م مشاهده اینرو از
�کند م صدق

L =
√
−|h|+ |h|hiju,iu,j + λ

∫ √
|h|du.(٧.١)

متر با کروی متقارن ایستای فضا-زمان از خاص کلاس در r = r(t, θ, ϕ) ابررویه لاگرانژین

ds۲ = e
r
b dt۲ − dr۲ − (θ̇۲ + sin۲ θϕ̇۲).(٨.١)

�شود م نوشته زیر به�صورت (٧.١) فرمول در ذاری جای با

L = sin θe
r
۲b

(√
−۱ + e

−r
b r۲

,t − r۲
,θ − csc۲θr۲

,ϕ + ۲bλ

)
.(٩.١)



٣ کروی متقارن ایستای فضا-زمان در مینیمال ابررویه�های ایزومتری�های

لاگرانژین برای A۱, . . . , An پیمانه�ای توابع Xبا = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
نوتر نقطه�ای تقارن کل حالت در

[٧] �آید م به�دست زیر رابطه از L(x,Φ,Φ(۱), . . . ,Φ(k))

X [k](L) + LDi(ξ
i) = Di(A

i).(١٠.١)

�آوریم م به�دست را زیر مشخصه معادلات (١٠.١) فرمول در روابط ذاری جای با

η,r = ۰, e
−r
b η,t − ξ۱

,r = ۰, −η,θ + ξ۲
,r = ۰, − csc۲ ϕη,ϕ + ξ۳

,r = ۰,

η − ۲bξ۱
,t = ۰, ξ,θ = ۰, cot θξ۲ + ξ۳

,ϕ = ۰, e
r
b ξ۱

,ϕ + ξ۲
,t = ۰,

e
r
b ξ۱

,ϕ + sin۲ θξ۳
,t = ۰, ξ۲

,ϕ + sin۲ θξ۳
,θ = ۰.

�شود. م اثبات زیر اساس قضیه مشخصه معادلات حل با

تحتحجم مینیمم سطح با ابررویه لاگرانژین برای نوتر نقطه�ای تقارن�های از بعدی شش g ل جبر .٢.١ قضیه
همه بعلاوه است، زیر فرم به (۶.١) مختصات با کروی متقارن ایستای فضا-زمان از خاص کلاس در ثابت

کیلینگ�اند. برداری میدان�های مولدها

X۱ =
∂

∂t
, X۲ =

∂

∂ϕ
, X۳ = cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ
, X۴ = sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ
,

X۵ = t
∂

∂r
− b

(
e

−r
b +

t۲

۴b۲

)
∂

∂t
, X۶ =

∂

∂r
− t

۲b

∂

∂t
.

اصل نتایج .٢

علاوه کردیم. تعیین کروی متقارن ایستای فضا-زمان در را مینیمم سطح با ابررویه لاگرانژین مقاله این در
لاگرانژ معادلات که هستند کیلینگ جبر عناصر لاگرانژین، این از نوتر نقطه�ای تقارن�های که دادیم نشان آن بر
مرتبه تقلیل در که �شود، م حاصل پایستگ قوانین نوتر تقارن�های از اینکه به باتوجه طرف از شد. بیان آن
که �آید م به�وجود ان ام این آید، به�دست کاف نوتر تقارن�های اگر پس �شود، م استفاده دیفرانسیل معادلات

شود. تبدیل انتگرال��گیری ی به مینیمم سطح با ابررویه معادله جواب

مراجع

[1] A. V. Aminova and N. Aminov. Projective geometry of systems of differential equations: general
conceptions. Tensor, 62 (2000), 65-74.

[2] A. Aslam and A. Qadir. Noether symmetries of the area-minimizing Lagrangian . Journal of Applied
Mathematics, 2012, 532-690.

[3] N. Bila. Lie groups applications to minimal surfaces PDE. Universitatea Aristotle, Thessaloniki,
Greece, Presented at the second conference of Balkan society of geometer, 1998.

[4] Y. Bozhkov and I. L. Freire. Special conformal groups of a Riemannian manifold and Lie point
symmetries of the nonlinear Poisson equation. Journal of Differential Equations, 249(4): (2010),
872-913.

[5] T. Feroze, F. M. Mahomed and A. Qadir. The connection between isometries and symmetries of
geodesic equations of the underlying spaces. Nonlinear Dynamics, 45(1) (2006),65-74.

[6] I. L. Freire. On the paper ’Symmetry analyysis of wave equation on sphere’ by H. Azad and M. T.
Mustafa. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 367 (2010), 716-720.

[7] E. Noether. Invariante variations probleme. Nachr. Akad. Wiss. Gott. Math. Phys. Kl, 2: 235-257,
1918. (English trannslation in Transp. Theory Stat. Phys., 1(3) (1971), 186-207.

[8] A. Paliathanasis and M. Tsamparlis. Lie point symmetries of a general class of PDEs: The heat
equation. Journal of Geometry and Physics, 62(12): (2012), 2443-2456.

[9] A. Peterson and S. Taylor. Locally isometric families of minimal surfaces. Balkan Journal of Ge-
ometry and Its Applications, 13(2):, (2008), 80-86.

[10] M. Tsamparlis and A. Paliathanasis, Lie and Noether symmetries of geodesic equations and
collineations General Relativity and Gravitation,42 (2010), 2957-2980.



قویدل غفارزاد زهرا و محمدپوری اکرم ۴

[11] M. Tsamparlis and A. Paliathanasis, Lie symmetries of geodesic equations and projective
collineations. Nonlinear Dynamics, 62(1):(2010), 203-214.

[12] M. Tsamparlis and A. Paliathanasis and A. Qadir. Noether symmetries and isometries of the
minimal surface Lagrangian under constant volume in a Riemannian space. International Journal
of Geometric Methods in Modern Physics, 12(1):1550003,2015.

ایران. تبریز، تبریز، اه دانش کامپیوتر، علوم و آمار ، ریاض ده دانش محض، ریاض گروه
pouri@tabrizu.ac.ir : ترونی ال پست آدرس

ایران. تبریز، تبریز، اه دانش کامپیوتر، علوم و آمار ، ریاض ده دانش محض، ریاض گروه
z.ghafarzadeh93@gmail.com : ترونی ال پست آدرس



توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

استوانه�ای متقارن ایستای زمان فضا ژئودزی معادلات بقاء قوانین و تقارن�ها

جامع �رضا عل سید و محمدپوری اکرم

است زیر فرم به استوانه�ای متقارن ایستای زمان فضا ل ش �ترین کل یده. چ

(١.٠) ds۲ = eν(r)dt۲ − dr۲ − eµ(r)b۲dθ۲ − eλ(r)dz۲,

پیدا را زمان فضا این به وابسته ژئودزی معادلات تقارن�های ما مقاله این در است. ثابت مقدار b آن در که
�کنیم. م محاسبه را تقارن�ها با متناظر بقاء قوانین سپس و کرده

. بقاء قوانین تقارن�ها، استوانه�ای، متقارن ایستای کلیدی: کلمات

مقدمه .١

روش�های سیستماتی توسعه منظور به ل گروه�های مطالعه به شروع ل سوفوس نوزدهم قرن اواخر در
معادله تحت که نقطه�ای تبدیلات گروه کردن پیدا مسئله ل اساس نظریه بنابر کرد. دیفرانسیل معادلات حل
تقلیل کوچ بینهایت مولدهای برای معادلاتمشخصه از وابسته خط دستگاه حل به است، ناوردا دیفرانسیل
نمودارهایشان تبدیل با جواب مجموعه روی که است هندس تبدیلات شامل ل نظریه در گروه این یابد. م
گروه تعیین �آید. م بدست تقارن گروه طریق از جواب�هایش و دستگاه خواص از بسیاری �کند. م عمل
تقلیل جواب�ها، ناوردا گروه رده�بندی مجموعه، این از دستگاه برای جدید جواب ساختن جواب�ها، ناوردای
از ر دی جواب�های به جواب�ها تصویرکردن و خط تبدیلات کردن پیدا ، معمول دیفرانسیل معادلات رتبه
کاربردهای از زیادی تعداد مطالعه برای است. دیفرانسیل معادلات نظریه در ل گروه�های ارزشمند کاربردهای
سازی ساده در ویژه به فیزی در مهم و اساس نقش تقارن�ها، کند. رجوع [۶ ،۴ ،٢] مراجع به خواننده تقارن�ها
عام نسبیت در انیشتین معادلات دقیق جواب�های تحلیل در آنها کاربرد ویژه به مختلفدارد. مسائل جواب�های
عام نسبیت در مثال عنوان به �شوند. م هندس خواص برخ حفظ باعث اغلب تقارن�ها است. انکار قابل غیر
در جامع طور به عام تقارن�ها دقیق تعریف هستند. زمان فضا �های ژئودزی و متر تانسور انحناء، تانسور حافظ
تقارن برداری میدان�های است. شده بیان موضع شارهای و برداری میدان�های از اساسکاربردی بر [٣] مرجع

برای ژئودزی معادلات بقاء قوانین و ل تقارن�های مقاله این در �دهد. م ل جبر یل تش ل کروشه عمل تحت
حول هستند(متقارن محوری متقارن زمان�ها فضا این �آوریم. م بدست استوانه�ای متقارن ایستای زمان�های فضا
هستند. زمان و (z محور منظور اینجا (در شده داده نامتناه محور حول ، انتقال متقارن و ( نامتناه محور ی

اصل نتایج .٢

n از دستگاه ی یل تش x = (x۱(s), . . . , xn(s)) مختصات با فضا-زمان ی ژئودزی معادلات
�دهد م زیر به�صورت تابع n برای غیرخط دوم مرتبه معمول دیفرانسیل معادله

(١.٢) d۲xa

ds۲
= −Γa

bc

dxb

ds

dxc

ds
, a = ۱, . . . , n,

حالت برای کریستوفل نمادهای ناصفر مولفه�های هستند. کریستوفل نمادهای Γa
bc و زمان پارامتر s آن در که

متر با (١.٠) زمان فضا از خاص

(٢.٢) ds۲ =
( r
α

)a
dt۲ − dr۲ −

( r
α

)a
dθ۲ −

( r
α

)a
dz۲, a ̸= ۲

۵٣A١٠. :٢٠١٠ موضوع بندی رده
۵
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�شود م محاسبه زیر به�صورت

Γt
tr =

a

۲r
, Γr

tt =
a

۲α
(
r

α
)a−۱, Γθ

rθ =
a

۲r
,

Γz
rz =

a

۲r
, Γr

θθ = − a

۲α
(
r

α
)a−۱, Γr

zz = − a

۲α
(
r

α
)a−۱.

�آید م بدست زیر به�صورت (٢.٢) متر برای ژئودزی معادلات (١.٢) در نمادها این ذاری جای با

(٣.٢)


E۱ : ẗ+ ۱

۲
a
r ṫṙ = ۰,

E۲ : r̈ + a
۲α (

r
α )

a−۱ṫ۲ − a
۲α (

r
α )

a−۱θ̇۲ − a
۲α (

r
α )

a−۱ż۲ = ۰,

E۳ : θ̈ + a
۲r ṙθ̇ = ۰,

E۴ : z̈ + a
۲r ṙż = ۰.

�آوریم. م بدست را فوق دستگاه به وابسته کوچ بی�نهایت مولدهای ل تقارن�های روش از استفاده با ادامه در
بی�نهایتکوچ مولد از دوم امتداد است، دوم مرتبه معمول معادلاتدیفرانسیل دستگاه ی فوق دستگاه چون

: Xیعن = ξ(s, x)
∂

∂s
+ ηα(s, x)

∂

∂xα

X(۲) = X + ηα,(۱)(s, x, x
(۱))

∂

∂xα
,(۱)

+ ηα,(۲)(s, x, x
(۱), x(۲))

∂

∂xα
,(۲)

α = ۰, . . . ,۳.

�آید. م بدست زیر به�صورت امتداد ضرایب �دهیم. م اثر (٣.٢) ژئودزی معادلات دستگاه روی را

η۰
,(۱) = Dη۰ − ṫDξ, η۱

,(۱) = Dη۱ − ṙDξ,(۴.٢)

η۲
,(۱) = Dη۲ − θ̇Dξ, η۳

,(۱) = Dη۳ − żDξ.

η۰
,(۲) = Dη۰

,(۱) − ẗDξ, η۱
,(۲) = Dη۱

,(۱) − r̈Dξ,(۵.٢)

η۲
,(۲) = Dη۲

,(۱) − θ̈Dξ, η۳
,(۲) = Dη۳

,(۱) − z̈Dξ.

است. ”s” قوس طول پارامتر با مشتق نمایش ” · ” و D =
∂

∂s
+ ṫ

∂

∂t
+ ṙ

∂

∂r
+ θ̇

∂

∂θ
+ ż

∂

∂z
که

از توان�هایی ضرایب مقایسه با و X(۲)Ei|Ei=۰ = ۰ ناوردای شرط در (۵.٢) و (۴.٢) روابط ذاری جای با
�آوریم. م بدست را مشخصه معادلات از زیر کامل مجموعه ṫ, ṙ, θ̇, ż

ξ = ξ(s), η۰
,s = η۰

,zr = η۰
,θr = η۰

,zθ = η۱
,s = ۰,

a

۲r
η۱
,t + η۰

,tt −
a

۲α
(
r

α
)a−۱η۰

,r = ۰,

a

۲r
η۰
,r + η۰

,rr = ۰, η۰
,zz +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۰

,r = ۰, η۰
,θθ +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۰

,r = ۰,

a

۲r
η۱
,θ + ۲η۰

,tθ = ۰,
a

۲r
η۱
,z + ۲η۰

,zt = ۰,
a

۲r
η۱
,r + ۲η۰

,tr = ۰.

η۲
,s = η۲

,zr = η۲
,tr = η۲

,zt = ۰,
a

۲r
η۱
,θ + η۲

,θθ −
a

۲α
(
r

α
)a−۱η۲

,r = ۰,

a

۲r
η۲
,r + η۲

,rr = ۰, η۲
,zz +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۲

,r = ۰, η۲
,tt +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۲

,r = ۰,

η۳
,s = η۳

,tr = η۳
,θr = η۳

,tθ = ۰,
a

۲r
η۱
,z + η۳

,zz −
a

۲α
(
r

α
)a−۱η۳

,r = ۰,

a

۲r
η۳
,r + η۳

,rr = ۰, η۳
,tt +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۳

,r = ۰, η۳
,θθ +

a

۲α
(
r

α
)a−۱η۳

,r = ۰,

�آید. م بدست زیر قضیه مشخصه معادلات این حل با



٧ استوانه�ای متقارن ایستای زمان فضا ژئودزی معادلات بقاء قوانین و تقارن�ها

است زیر ٨-بعدی ی پایه دارای (٢.٢) متر به وابسته ل نقطه�ای تقارن�های g ل جبر .١.٢ قضیه

X۱ =
∂

∂s
, X۲ =

∂

∂θ
, X۳ =

∂

∂z
, X۴ = z

∂

∂θ
− θ

∂

∂z
,

X۵ =
∂

∂t
, X۶ = θ

∂

∂t
+ t

∂

∂θ
, X۷ = z

∂

∂t
+ t

∂

∂z
,

X۸ = s
∂

∂s
+

(۲ − a)t

۴

∂

∂t
+

r

۲

∂

∂r
+

(۲ − a)θ

۴

∂

∂θ
+

(۲ − a)z

۴

∂

∂z
,(۶.٢)

هستند. زیر به�صورت صفر مخالف جابجاگرهای که

[X۱, X۸] = X۱, [X۲, X۴] = X۳, [X۲, X۸] =
۲ − a

۴
X۲,

[X۳, X۸] =
۲ − a

۴
X۳, [X۳, X۴] = X۲, [X۳, X۷] = X۵, [X۵, X۶] = X۲,

[X۴, X۶] = X۷, [X۷, X۴] = X۶, [X۵, X۷] = X۳, [X۷, X۶] = X۴.

�ترین اصول از ی هستند. نوتر آمده، بدست تقارن�های همه که کرد مشاهده راحت به �توان م [١] به توجه با
بدست آن�ها نوتر تقارن�های که اویلر-لاگرانژی معادلات دستگاه�های بقاء قوانین آوردن بدست برای روش�ها
از بقاء قوانین اویلر-لاگرانژ، معادلات دستگاه برای نوتر روش بنابر �باشد. م نوتر قضیه طریق از �است، آمده

�شوند. م حاصل �کنند، م حفظ را انتگرال�کنش که تقارن�هایی از دسته آن یعن تغییرات تقارن�های

کنید فرض .٢.٢ تعریف

Eβ (x, u, u۱, . . . , ur) = ۰, β = ۱, . . . ,m,(٧.٢)

قانون ی باشد. وابسته متغیر m و مستقل متغیر n با r-ام مرتبه جزئ دیفرانسیل معادلات از دستگاه ی
در �باشد. م برقرار (٧.٢) دستگاه جواب�های تمام روی که Diϕاست

i = ۰ معادله ،(٧.٢) دستگاه برای بقاء
�باشد. م زیر به�صورت تام دیفرانسیل ر عمل اینجا

Di =
∂

∂xi
+ uα

i

∂

∂uα
+ uα

ij

∂

∂uα
j

+ · · · , i = ۱, . . . , n,

�شود. م نامیده (٧.٢) اولیه انتگرال ϕ = (ϕ۱, . . . , ϕn) nتایی

کنید. مراجعه [۵] مرجع به قضیه این اثبات برای �دهد. م نشان را نوتر تقارن�های اهمیت زیر قضیه

آنگاه باشد، L(s, xµ, ẋµ) لاگرانژین با متناظر نوتر تقارن ی X اگر .٣.٢ قضیه

(٨.٢) ϕ =
∂L

∂(ẋi)
(ξẋi − ηi)− Lξ +A

است. X با متناظر اولیه انتگرال ی

L = e(
r
α )a ṫ۲ − ṙ۲ − e(

r
α )a θ̇۲ − e(

r
α )a ż۲ با است برابر (٢.٢) متر لاگرانژین اینکه به توجه با

است. مشاهده قابل زیر جدول X۸در ، . . .،X۱ تقارن�های با متناظر اولیه انتگرال�های
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symmetry First integrals

X۱ e(
r
α )a ṫ۲ − ṙ۲ − e(

r
α )a θ̇۲ − e(

r
α )a ż۲

X۲ ۲e(
r
α )a θ̇

X۳ ۲e(
r
α )a ż

X۴ ( r
α )

a(θż − zθ̇)

X۵ ( r
α )

aṫ

X۶ ۲( r
α )

a(θṫ+ θ̇t)

X۷ ۲( r
α )

a(zṫ+ żt)

۲
(۲ − a

۲

(( r

α

)a

tṫ−
( r

α

)a

θθ̇
( r

α

)a

zż
)
− ۲s

(( r

α

)a

ṫ۲ −
( r

α

)a

θ̇۲−

X۸ −
( r

α

)a

ż۲
)
− rṙ + ۲sṙ۲ + sL

X۸ ، . . .،X۱ تقارن�های با متناظر اولیه انتگرال�های :١ جدول
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

فشرده توپولوژی فضاهای بر تعمیم

حیدری فاطمه

مقاله این هدف دارند. توپولوژی فضاهای در اهمیتخاص از باز مجموعه�های و فشردگ مفهوم دو یده. چ
�شود. م بیان مفهوم دو این تعمیم از که فضایی از آمده به�دست نتایج بیان

H-بسته. شبه بستار H-بسته، شبه درون H-بسته، شبه کلیدی: کلمات

مقدمه .١

فضای Xدر هاسدورف اگرفضای که به�طوری ،Xچون فضاهایی مشخصات واکاوی به بسیاری محققین
در بار اولین برای موضوع این پرداختند. است، Y بسته زیرفضای X تصویر آنگاه شود، نشانده Y هاسدورف
به�عنوان هاسدورف فضای هر به آنها همسان�ریخت تصویر که را هاسدورف فضاهای و شد مطرح ١٩٢۴ سال
فضای در H-بسته ویژگ که شد داده نشان [٣] در ادامه در کردند. ذاری نام H-بسته را باشند بسته زیرفضا،

اینکه با است معادل هاسدورف
است. انباشتگ نقطه دارای بازی فیلتر هرپایه :H(i)

اینکه با است معادل هاسدورف فضای در مینیمال هاسدورف ویژگ و
راست. هم منحصربه�فردی انباشتگ نقطه به باز فیلتر پایه هر :H(ii)

باز پوشش هر اگر وتنها اگر است H-بسته هاسدورف، فضای که قضیه این کردن ثابت با که است ذکر به لازم
فضای شناخت برای را راه �پوشاند، م را فضا آن، اعضای بستار اجتماع که است متناه زیرپوشش دارای فضا،
و گرفت[٨] قرار مطالعه مورد گسترده H(i)به�طور فضای �های ویژگ ادامه در �که به�طوری نمود، هموار جدید
چنین است. معادل H(i) با که رسیدند توپولوژی فضاهای از جدیدی کلاس به هاسدورف شرط حذف با

نامیدند. H-بسته شبه را فضاهایی

اصل نتایج .٢

باز پوشش هر به�ازای هرگاه ( QHC اختصار به ) است بسته -H شبه ،X توپولوژی فضای .١.٢ تعریف
.X ⊆

∪
α∈I۰

clτ (Uα) به�طوری�که باشد موجود I از I۰ متناه زیرمجموعه�ی ،τ عناصر Xاز α∈I{Uα}برای

فضاست بودن فرضهاسدورف بدون H-بسته، خاصیت معادل شرایط از ی ،QHC تعریففضای واقع در
بود. خواهند منطبق هم بر QHC و H-بسته مفهوم دو هاسدورف فضای در و

{Uα}α∈I باز پوشش هر به�ازای هرگاه نامند، QHC را (X, τ) فضای از A زیرمجموعه�ی .٢.٢ تعریف
.A ⊆

∪
α∈I۰

clτ (Uα) به�طوری�که باشد موجود I از I۰ متناه زیرمجموعه�ی τ عناصر از A مجموعه برای

هر که �کنیم م توجه است، (X, τ) در QHC زیرفضای A گویيم باشد، QHC فضایی (A, τA) اگر
(برای نیست برقرار مطلب این عکس اما است. QHC زیرمجموعه ، توپولوژی فضای از QHC زیرفضای
مثال ذکر با در[٨] اما QHCاست، فشرده، هرفضای که �آید برم تعریف از همچنین شود). به[٨]رجوع مثال

نیست. برقرار مطلب عکس که است شده بیان

ذرانیم. ب نظر از را مهم قضیه چند است خوب QHC فضای بهتر شناخت برای

۵۴D٢٠،۵۴D٢۵. :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. حیدری فاطمه سخنران:

٩



حیدری فاطمه ١٠

است. QHC، QHC زیرمجموعه�ی هر بستار الف) .٣.٢ قضیه
است. QHC فضا ی از QHC زیر�مجموعه متناه تعداد اجتماع ب)

شود. م حفظ پیوسته نگاشت تحت QHC خاصیت پ)
τ∗اگر و τ ⊂ τ∗ هرگاه گوییم، انقباض را P توپولوژی (خاصیت است. انقباض QHC خاصیت ت)

شود.) شامل را خاصیت این نیز τ آنگاه باشد، داشته را P خاصیت

clτ (A) برای باز پوشش {Ui ∩ clτ (A)}i∈I و (X, τ) از QHC زیرفضای A کنیم فرض الف) اثبات.
که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه زیرمجموعه فرض بنابر باشد. τ

A
در

A ⊆
∪
I۰∈I

clτ
A
(Ui ∩A) ⇒ A ⊆

∪
I۰∈I

clτ (Ui ∩A).

نتیجه در clτ (A) ⊆
∪
I۰∈I

clτ (Ui ∩ clτ (A)) لذا و clτ (A) ⊆
∪
I۰∈I

clτ (Ui ∩ A) بنابراین

است. QHC زیرفضای clτ (A) یعن ،clτ (A) ⊆
∪
I۰∈I

clτ
A
(Ui ∩ clτ (A))

باشند. QHC زیرفضا�های i = ۱, . . . , n که Ai = X و توپولوژی فضای (X, τ) کنیم فرض ب)

،Ai هر برای پوشش نیز {Uα}α∈J صورت این باشد،در
n∪

i=۱

Ai برای پوشش {Uα}α∈J کنیم فرض

Ai ⊆ که دارند iوجود = ۱, . . . , n ،Ji ⊆ J متناه زیرمجموعه�های پس است. i = ۱, . . . , n

بنابراین ،
∪
i∈Ji

clτ
Ai
(Ui ∩Ai)

Ai ⊆
∪

i∈ ∪Ji
clτ∪n

i=۱Ai

(Ui ∩Ai) ⇒
n∪

i=۱

Ai ⊆
∪

i∈ ∪Ji
clτ∪n

i=۱Ai

(Ui ∩Ai).

و باشد (X, τ) از QHC زیرمجموعه�ی S پیوسته، تابع f : (X, τ) −→ (Y, τ ′) کنیم فرض پ)
بنابر و S برای باز پوشش {f−۱(Ui)}i∈I صورت این در باشد. τ ′ در f(s) برای باز پوشش {Ui}i∈I

که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه زیرمجموعه�ی فرض
S ⊆

∪
i∈I۰

clτ (f
−۱(Ui)) ⇒ f(S) ⊆

∪
i∈I۰

f(clτ ′((f−۱(Ui))) ⊆
∪
i∈I۰

clτ ′(Ui).

پوشش U = {Vi}i∈I اگر QHCاست. ،(X, τ∗) که برXباشند توپولوژی�هایی τ ⊆ τ∗ فرضکنیم ت)
Vi۱ , . . . , Vin ،QHC خاصیت بنابه و است τ∗ Xدر برای باز پوشش ی U آن�گاه باشد، τدرX برای باز

clτ∗(Vij ) ⊆ داریم ۱ ≤ j ≤ n هر ازای به چون اما .X =
n∪

j=۱

clτ∗(Vij ) که به�گونه�ای دارد وجود U از

� دارد. QHC خاصیت نیز (X, τ) Xیعن =
n∪

j=۱

clτ∗(Vij ) ⊆
n∪

j=۱

clτ (Vij پس( ،clτ (Vij )

-H شـبه بسـتار و H-بسـته شـبه درون مـفـهـوم دو ،QHC زیرمجموعـه�های درخصـوص .۴.٢ تعریف
را A است. شده عنوان [۵] و در[۴] ( �دهیم م نشان CQHC و IQHC با اختصار به به�ترتیب ) بسـته
مجموعه برای {Uα}α∈I باز پوشش هر ازای به هرگاه گویيم، (X, τ) فضای H-بسته شبه درون زیرمجموعه
همچنین و intτ (A) ⊆

∪
α∈I۰

clτ (Uα) به�طوری�که باشد موجود I از I۰ متناه زیرمجموعه�ی τ عناصر از A

برای {Uα}α∈I باز پوشش هر ازای به هرگاه گویيم، (X, τ) فضای H-بسته شبه بستار زیرمجموعه را A
A ⊆

∪
α∈I۰

clτ
A
(Uα∩ به�طوری�که باشد موجود I از I۰ متناه زیرمجموعه�ی ،τA عناصر از clτ (A) مجموعه

.A)

هستند. هم از جدا CQHC و IQHC مفهوم دو که �دهند م نشان ،[۵] از (۴) و (٣) مثال�های .۵.٢ تذکر



١١ فشرده توپولوژی فضاهای بر تعمیم

برقرارند. زیر ام اح (X, τ) توپولوژی فضای در .۶.٢ لم
است. IQHC ،X فضای از (زیرفضای) QHC زیرمجموعه�ی هر الف)

است. CQHC ،A آنگاه باشد، ال Xچ ،CQHC فضای در A زیرمجموعه�ی اگر ب)
است. IQHC زیر�مجموعه ی فضا، از QHC (زیرمجموعه) زیرفضای هر پ)

است. CQHC فضا، از QHC زیرفضای هر ت)

و فشرده Xفضایی دراین�صورت باشد، معمول توپولوژی با فضایی X = [۰,۱] کنیم فرض .٧.٢ مثال

زیـرفضـای پس نیسـت، QHC ،A = [
۱

۲
,۱]
∪
{۱

n
|n ∈ N} زیرمجموعه اما است، QHC درنتیجه

و �پوشاند مـ را [۱
۲
,۱]، A از باز پوشـش هـر و اسـت QHC ،[۱

۲
,۱] طــرف از بـود. نخـواهـد نیـز QHC

نیست. QHC زیرفضای که است IQHC زیرمجموعه A بنابراین .intτ (A) = (
۱

۲
,۱]

نتایج .٣

آن�جا از نمود دقت باید است. شده تعمیم�هایی و گسترش دستخوش اخیر، سال�های در نیز بودن باز مفهوم
در �گذارد. م اثر علم این بخش�های تمام بر آن تعمیم �باشند، م توپولوژی ثقل مرکز و هسته باز، مجموعه�های که
و فشردگ ، پیوستگ بسته، مجموعه�های چون موضوعات ناخواسته، یا خواسته باز، مجموعه�های تعمیم با واقع
�توان م آیا که است بوده این شد QHCمطرح خصوصفضای در که سوال مثال به�طور �پذیرند، م اثر نیز . . .
ذکر با نمود؟ انتخاب باز مجموعه�های تعمیم برحسب پوشش ،QHC فضای تعریف در باز پوشش به�جای

دادیم. سوال به مثبت جواب زیر قضیه

باز(متناظراً پیش را A زیرمجموعه�ی .A ⊆ Xو توپولوژی فضایی (X, τ) کنیم فرض .١.٣ تعریف
همه�ی خانواده�ی برای .(A = intτ (clτ (A)) (متناظراً A ⊆ intτ (clτ (A)) هرگاه گوییم، منظم) باز
واضح �بریم. م �کار به (PO(X, τ))RO(X, τ) نماد ،X فضای منظم) باز پیشباز(متناظراً زیرمجموعه�های

نیست. برقرار الزاما آن عکس اما هست باز پیش بازی، مجموعه هر تعریف به بنا است

برای {Pi}i∈I ∈ PO(X, τ) پوشش هر برای اگر تنها و اگر است QHC ،(X, τ) فضای .٢.٣ قضیه
.X =

∪
I۰∈I

clτ (Pi) که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه Xزیرمجموعه

ازای به چون باشد. X برای بازها پیش از پوشش {Pi}i∈I و QHC فضایی (X, τ) کنیم فرض اثبات.
X برای باز پوشش {intτ (clτ (Pi))}i∈I خانواده�ی پس Pi ⊂ intτ (clτ (Pi)) ⊂ clτ (Pi) ،i ∈ I هر

که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه مجموعه زیر فرض بنابه و است
X =

∪
I۰∈I

clτ (intτ (clτ (Pi))) =
∪
I۰∈I

clτ (Pi).

� �شود. م حاصل راحت به نتیجه است، باز پیش بازی، هر چون برعکس،

X برای {Ui}i∈I ∈ RO(X, τ)پوشش هر برای اگر تنها و اگر QHCاست ،(X, τ) فضای .٣.٣ نتیجه
.X =

∪
I۰∈I

clτ (Ui) که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه زیرمجموعه

QHC زیرمجموعه ، توپولوژی فضای از QHC زیرفضای هر شد، اشاره ١.٢ تعریف در که همانطور
بود. خواهد برقرار مطلب عکس �دهیم م نشان باز پیش مجموعه�های از استفاده با حال است.

زیرمجموعه�ی A صورت این در .A ∈ PO(X, τ) و توپولوژی فضای (X, τ) کنیم فرض .۴.٣ قضیه
باشد. (X, τ) از QHC زیرفضای A اگر تنها و اگر است (X, τ) از QHC

زیرفضای برای بازها پیش از پوشش {Vi}i∈I و باشد (X, τ) QHCاز فرضکنیمAزیرمجموعه�ی اثبات.
،Vi = Ui ∩ A که دارد وجود i ∈ Iهر برای Xدر Ui باز پیش مجموعه ،[٧] ١از لم به بنا باشد. A



حیدری فاطمه ١٢

که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه زیرمجموعه پس است، QHC زیرمجموعه A چون .A ⊆
∪
i∈I

Ui لذا

.A ⊆
∪
i∈I

(Ui ∩A) ⊂
∪
i∈I

Vi بنابراین و A ⊆
∪
i∈I

Ui

� است. واضح اثبات تعریف از استفاده با برعکس،

�کنیم م توجه اما است. QHC، QHC زیرمجموعه�ی هر بستار که کردیم اثبات ٣.٢ قضیه در .۵.٣ تذکر
حقیق اعداد مجموعه �توان م نقض مثال برای نیست. برقرار IQHC زیرمجموعه�های برای مطلب این که

IQHC ،Q لذا ،int(Q) = ∅ که آنجا از گرفت. نظر Qدر گویا اعداد زیرمجموعه و معمول توپولوژی Rبا
است. برقرار خاصیت این IQCH زیرمجموعه�های برای �دهیم م نشان ادامه در .cl(Q) = R داریم اما است،

است. CQHC زیرفضای ،CQHC زیرفضای هر بستار .۶.٣ قضیه

clτباشد. (A)برای τ از باز پوشش {Ui}i∈I CQHCو ،(X, τ)فضای زیرمجموعه�یAاز فرضکنیم اثبات.
که دارد وجود I۰ ⊂ I متناه زیرمجموعه�ی فرض، بنابه

A ⊂
∪
i∈I۰

clτA (Ui ∩A) =
∪
i∈I۰

clτ (Ui ∩A) ∩A.

نوشت �توان م است، متناه I۰ چون

clτ (A) ⊆ clτ

(∪
i∈I۰

clτ (Ui ∩A) ∩A

)
=
∪
i∈I۰

clτ (clτ (Ui ∩A) ∩A)

⊆
∪
i∈I۰

clτ (Ui ∩A) ∩ clτ (A)

⊂
∪
i∈I۰

clτ (Ui ∩ clτ (A)) ∩ clτ (A)

=
∪
i∈I۰

cl
clτ (A)

(Ui ∩ clτ (A)) .

�
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

غیرمتری متقارن ربع التصاق به وابسته همدیس انحنای تانسور

راع فاطمه و کاظم محمدباقر

را �شوند، م نامیده پارا-سایا منیفلدهای که شبه�ریمان منیفلدهای از دسته�ای ما پیش�رو، مقاله در یده. چ
نوشته �ها ۱-فرم برحسب تاب تانسور آن در که متقارن ربع التصاق منیفلدها این روی بر کرده�ایم. بررس
را التصاق این به وابسته همدیس انحنای نموده�ایم. مطالعه را آن غیرمتری حالت و گرفته نظر در �شود م
نیز متقارن ربع التصاق با پارا-سایا منیفلدهای از مثال پایان، در داده�ایم. نشان را آن خواص و کرده تعریف

کرده�ایم. ارائه
همدیس. انحنای متقارن، ربع التصاق لورنتزی، منیفلد کلیدی: کلمات

مقدمه .١

این که دارد را متر با سازگاری و بودن تاب) (بدون متقارن یعن مهم و اصل دوخاصیت لوی-چویتا التصاق
متفاوت حالت�های در التصاق این از مختلف تعمیم�های است. کرده فرد منحصربه و خاص بسیار را التصاق
کرد اشاره و... غیرمتری متقارن، ربع نیم-متقارن، آماری، التصاق�های به �توان م آن از که است شده بیان

.[۴ ،٢ ،١]
است، شده بررس فرد بعد با منیفلدها روی بر که مختلف شبه�ریمان و ریمان ساختارهای بین در ر، طرفدی از
التصاق�های ما مقاله، این در .[۶ ،۵] هستند وپرکاربرد معروف دسته دو پارا-سایا تقریباً و سایا تقریبا�ً ساختار
�دهیم. م قرار مطالعه مورد را پارا-سایا تقریباً ساختار با همراه لورنتزی منیفلدهای روی بر را متری غیرمتقارن

به مجهز هرگاه �شود، م نامیده لورنتزی پارا-سایای n-بعدی، شبه�ریمان منیفلد ی .([۵ ،٣]) ١.١ تعریف
زیر تساوی�های در که باشد، g لورنتزی متری و η ۱-فرم ، ξ برداری میدان ، ϕ تانسوری میدان (۱,۱)

�کند. م X,Yصدق برداری میدان�های همه به�ازای
(١.١) η(ξ) = −۱, ϕ۲(X) = X + η(X)ξ,

(٢.١) g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y ) + η(X)η(Y )

کند صدق زیر رابطه در لوی-چویتا التصاق به نسبت اگر علاوه به
(٣.١) (∇Xϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ + η(Y )X + ۲η(X)η(Y ),

است برقرار آنها در نیز زیر روابط که داد نشان �توان م و �گوییم م -ساساک LP را منیفلدها این

(۴.١) ϕξ = ۰, η(ϕX) = ۰, rankϕ = n− ۱.

برقرار زیر روابط Z و Y ،X برداری میدان�های برای منیفلدها از دسته این روی بر داد نشان �توان م همچنین
.[۵] هستند

(۵.١) R(X,Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y,

(۶.١) S(X, ξ) = (n− ۱)η(X),

(٧.١) S(ϕX, ϕY ) = S(X,Y ) + (n− ۱)η(X)η(Y ),

Mهستند. منیفلد روی ریچ و انحنا تانسورهای ترتیب به S و R اینجا در که

۵٣C٣۵. ۵٠C١٠، :٢٠١٠ موضوع بندی رده
١٣



راع فاطمه و کاظم محمدباقر ١۴

متقارن ربع التصاق�های به وابسته همدیس انحنای تانسور .٢

تانسور هرگاه گوییم متقارن ربع را ∇̄ التصاق ،(M, g, ϕ, ξ, η)پارا-سایای تقریبا منیفلد روی بر تعریف١.٢.
کند صدق زیر تساوی در التصاق این به وابسته تاب

(١.٢) T̄ (X,Y ) = η(Y )ϕX − η(X)ϕY,

�نامیم. م غیرمتری را آن نباشد سازگار متر با التصاق این اگر و

دهیم قرار Y Xو برداری میدان هر ∇برای ریمان التصاق برای اگر

(٢.٢) ∇̄XY = ∇XY + η(Y )ϕX,

وابسته T̄ تاب تانسور که آن�جایی از Mاست. روی خط التصاق ی ∇̄ آمده به�دست التصاق این�صورت در
�شود م تعریف زیر ل ش به ∇̄ التصاق به

T̄ (X,Y ) = ∇̄XY − ∇̄Y X − [X,Y ],

داریم (٢.٢) از

(٣.٢) T̄ (X,Y ) = η(Y )ϕX − η(X)ϕY.

�کند م صدق زیر رابطه در ساختار این لورنتزی متر که داد نشان �توان م مستقیم محاسبه با همچنین

(۴.٢) (∇̄Xg)(Y, Z) = −η(Y )Φ(X,Z)− η(Z)Φ(X,Y ),

ربع التصاق ی شده، معرف التصاق که معناست آن به این و است Φ(X,Y ) = g(ϕX, Y ) اینجا در که
Mاست. منیفلد روی بر غیرمتری متقارن

انحنای تعریف به توجه با M روی ∇̄ متقارن ربع غیرمتری التصاق به وابسته R̄ انحنای تانسور به�علاوه
�شود م تعریف زیر ل ش به ریمان

(۵.٢) R̄(X,Y )Z = ∇̄X∇̄Y Z − ∇̄Y ∇̄XZ − ∇̄[X,Y ]Z.

معین r̄ با را S̄ رد از حاصل الری اس انحنای و S̄ نماد با را R̄ انحنای تانسور رد از حاصل ریچ تانسور نیز و
.K̄(X,Y, Z, U) = g(R̄(X,Y, Z)U)) �دهیم م قرار همچنین کرد. خواهیم

نسبت M همدیس انحنای تانسور است. n−بعدی LP−ساساک منیفلد ی M کنید فرض .٢.٢ تعریف
است. زیر ل ش به ∇̄ غیرمتری متقارن ربع التصاق به

C̄(X,Y, Z, U) =K̄(X,Y, Z, U)− ۱

n− ۲
{g(Y, Z)S̄(X,U)− g(X,Z)S̄(Y, U)

+ S̄(Y,Z)g(X,U)− S̄(X,Z)g(Y, U)}+ r̄

(n− ۱)(n− ۲)

{g(Y,Z)g(X,U)− g(X,Z)g(Y,U)}.(۶.٢)

است. ∇̄ غیرمتری متقارن ربع التصاق با n−بعدی LP−ساساک منیفلد ی M کنید فرض .٣.٢ قضیه
,X,Yداریم Z, U ∈ Γ(TM) برداری میدان هر برای این�صورت در

C̄(X,Y, Z, U) =C(X,Y, Z, U)− ۱

n− ۲
{g(X,Z)[−۲g(Y,U)− nη(Y )η(U)]

+ g(Y, Z)[۲g(X,U) + nη(X)η(U)] + g(X,U)[nη(Y )η(Z)]

+ g(Y, U)[−nη(X)η(Z)] + Φ(X,Z)Φ(Y, U)− Φ(Y, Z)Φ(X,U)

+ η(Z){η(Y )g(X,U)− η(X)g(Y, U)}.(٧.٢)
لوی-چویتاست. التصاق به وابسته همدیس انحنای تانسور C اینجا در که

هرگاه گوییم η-انیشتین ،(M, g, ϕ, ξ, η) LP−ساساک منیفلد روی بر را S̄ ریچ تانسور .۴.٢ تعریف
باشیم داشته

S̄(X,Y ) = ag(X,Y ) + bη(X)η(Y ).



١۵ غیرمتری متقارن ربع التصاق به وابسته همدیس انحنای تانسور

�شود. م نامیده انیشتین منیفلد b = ۰ �که صورت در هستند. غیرصفر الری اس توابع a, b فوق تعریف در

S̄ آنگاه باشد، تخت غیرمتری متقارن ربع التصاق به نسبت C̄ و LP-ساساک منیفلد M اگر .۵.٢ قضیه
است. η-انیشتین ، غیرمتری متقارن ربع التصاق به نسبت

۵-بعدی منیفلد M̄ =

{
(x, y, z, u, v) ∈ R۵, (x, y, z, u, v) ̸= (۰, ۰, ۰, ۰, ۰)

}
فرضکنید .۶.٢ مثال

برداری میدان�های هستند. R۵ در استاندارد مختصات (x, y, z, u, v) آن در که شود گرفته نظر در

(٨.٢) e۱ = ۲(− ∂

∂x
+y

∂

∂z
), e۲ = ۲

∂

∂y
, e۳ = ۲

∂

∂z
, e۴ = ۲(− ∂

∂u
+v

∂

∂z
), e۵ = ۲

∂

∂v
,

هستند. خط مستقل M̄ از نقطه هر در

هــر بـه�ازای و g(ei, ej) =

{
۱, i = j �که وقـت
۰, i ̸= j �که وقـت

به�صــورت شـده تعـریف مـتری g کـنیـد فــرض

نوع از تانسوری میدان ϕ این�صورت در باشد. η(Z) = g(Z, e۳) به�صورت η ۱-فرم ،Z ∈ Γ(TM̄)

�کنیم م تعریف زیر به�صورت را (۱,۱)
(٩.٢) ϕe۱ = e۲, ϕe۲ = −e۱, ϕe۳ = ۰, ϕe۴ = e۵, ϕe۵ = −e۴.

و باشد g متری به نسبت لوی�چویتا التصاق ∇̄ کنید فرض حال است. متری پارا-سایای حاصل ساختار
باشند. صفر مولفه�ها مابق و [e۱, e۲] = −۲e۳ = [e۴, e۵] داریم

�کنیم م تعریف

∇̄e۱e۲ = −e۳, ∇̄e۱e۳ = e۲, ∇̄e۲e۱ = −e۳, ∇̄e۲e۳ = −e۱, ∇̄e۳e۱ = e۲,

∇̄e۳e۲ = −e۱, ∇̄e۳e۴ = e۵, ∇̄e۳e۵ = −e۴, ∇̄e۴e۳ = e۵, ∇̄e۵e۳ = −e۴.

(١٠.٢)

ساختار بنابراین است. متقارن ربع التصاق �آید م به�دست که التصاق (٢.٢) فرمول به توجه با این�صورت در
است. متقارن ربع التصاق با پارا-سایا منیفلد ی آمده، به�دست

مراجع

[1] U. C. De, S. Uddin, Gauss and Ricci Equations in contact manifolds with aquarter-symmetric
metric connection. Bull. Malays. Math. Sci. Soc. 38 (2015), 689–703.

[2] M. B. Kazemi, S. Slahvarzi, Curvatures of semi-symmetric metric connections on statistical mani-
folds, Commun. Korean Math. Soc. 36 (2021), 149-164.

[3] K. Matsumoto, On Lorentzian Paracontact manifolds, Bull. Yamagata Univ. Natur. Sci., 12 (1989),
151-156.

[4] A.K. Mondal, U.C. De, Some properties of a quarter-symmetric metric connection on a sasakian
manifold, Bull. Math. anal. appl. 24 (2019), 99-108.

[5] R. Rosca, On Lorentzian P-Sasakian manifolds, Clssical Analysis, World Scientific Publ., Signa-
pore, 1992.

[6] K. Yano, M. Kon, Structures on manifolds, Series in pure mathematics-volume 3, World scientific
1984.

ايران. زنجان، ٣٨٧٩١-۴۵٣٧١ پست صندوق زنجان، اه دانش ، ریاض گروه
mbkazemi@znu.ac.ir : ترونی ال پست آدرس

ايران. تهران، ١-٨٨٩۴۶۶۵ پست صندوق فرهنگیان، اه دانش ، ریاض آموزش گروه
f.raei@cfu.ac.ir : ترونی ال پست آدرس



توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

مضرب �های چندضلع و منتظم ١٧-ضلع آن تبع به و منتظم ٢٠۴٠-ضلع دقیق ترسیم برای روش
۱۷ × ۵ و ۱۷ × ۳

ابری سلطان غلامرضا

انجمن اسبق رئیس ایزنباد دیوید پروفسور توسط منتظم ١٧-ضلع ترسیم از الهام با مقاله این در یده. چ
آوردن بدست با سپس و منتظم ٣۴-ضلع ضلع ی به مقابل کمان ابتدا متفاوت روش با ول ا آمری ریاض
آوردن بدست برای که روش با و آورده بدست را منتظم ١٧-ضلع و ١٠٢-ضلع ضلع ی کمان این ثلث

نموده�ایم. تشریح را منتظم ٢٠۴٠-ضلع ترسیم روش دارم، درجه ٢١ و ٣ مضرب زاویه�های
و ۱۷× ۳ مضرب �های چندضلع ، منتظم ١٧-ضلع آن تبع به و منتظم ٢٠۴٠-ضلع کلیدی: کلمات

ایزنباد. دیوید پروفسور گاووس، فریدریش کارل ،۱۷ × ۵

مقدمه .١

است. برابر داخل زاویه�های و ضلع�ها دارای منتظم ضلع هفده ی
�شود م محاسبه زیر رابطه از استفاده با آن مساحت و بوده ۱̂۵۸/۸ حدود آن رأس هر داخل زاویه�های اندازه

A =
۱۷

۴
a۲ cot

π

۱۷
≃ ۲۲٫ ۷۳۵۵a۲.

١٧٩۶ سال در موضوع این است. ترسیم قابل پرگار و مدرج غیر خط�کش از استفاده با منتظم ضلع هفده ی
.[۴] شد اثبات ساله ١٩ گاوس فریدریش کارل توسط

.[۴] بود سال ٢٠٠٠ از بیش از پس منتظم �های چندضلع ترسیم در پیشرفت نخستین اثبات این
مثلثات تابع�های بودن بیان قابل با است معادل بودن، ترسیم قابل اولا که بود حقیقت این اساس بر گاوس اثبات

اول توان�های اگر است انجام قابل کار این اینکه دوم و دوم، ریشه و حسابی رهای عمل براساس مشترک زاویه
باشند. (Fn = ۲۲n

+ ۱ فرم (به متفاوت فرمای اول اعداد n فرد

کتاب در گاوس است. دوم ریشه برحسب (۲π
۱۷

کسینوس( یافتن شامل منتظم ضلع هفده ی ترسیم بنابراین
کرده استخراج این�صورت به را رابطه این خود (Arithmeticase Disquisitiones) حسابی �های بررس

است.

۱۶ cos
۲π

۱۷
= −۱ +

√
۱۷ +

√
۳۴ − ۲

√
۱۷

+ ۲

√
۱۷ + ۳

√
۱۷ −

√
۳۴ − ۲

√
۱۷ − ۲

√
۳۴ + ۲

√
۱۷.

(به فرما اعداد براساس ترسیم ول بود، شده شناخته اقلیدس توسط ضلع ۲n با منتظم �های ضلع چند ترسیم
بود. ناشناخته باستان ریاضیات در (۵ و ٣ جز

ترسیم براساس گرفت. انجام ارشینگر یوهان توسط ١٨٢۵ سال در منتظم ضلع هفده از صریح ترسیم نخستین
هر یا (و ۵ یا ۱۷ × ۳ حاصل�ضرب به�صورت n با �هایی n-ضلع راحت به �توان م منتظم ضلع هفده ی

کرد. ترسیم ( ٢۵۵-ضلع یا ٨۵-ضلع ، ۵١-ضلع (مثلا ٢ توان هر و دو)

۵۴C٠۵. ۵۴C۴٠، ۵۴C٣٠، :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. ابری سلطان غلامرضا سخنران:

Heptadecagon
١۶



١٧ ۱۷ × ۵ و ۱۷ × ۳ مضرب �های چندضلع و منتظم ١٧-ضلع آن تبع به و منتظم ٢٠۴٠-ضلع دقیق ترسیم برای روش

:١ ل ش

مطلب واثبات اصل محور

کمان روی را منتظم ١٧-ضلع ضلع ی به مقابل مرکزی زاویه ایزنباد پروفسور ترسیم روش با ١ ل ش در
منبع و [٣] منبع به �توان م ایشان ترسیم روش با آشنایی برای آورده�ایم. بدست دایره بالای راست سمت ۹̂۰

به توجه با منتظم ١٧-ضلع آن تبع به و منتظم ١٠٢ و ٣۴-ضلع ترسیم برای من روش نمود. مراجعه [١]
اندازه به که کرده�ام انتخاب را Z مثل نقطه�ای دایره همان چپ سمت افق شعاع روی که است این ١ ل ش
AA۱ وتر و رسم را AZ خط پاره و AC ۹̂۰ زاویه وتر سپس دارد. فاصله دایره مرکز با دایره شعاع پنجم سه
در را دایره آن امتداد که نموده�ام وارد AA۱ نیمساز بر عمودی o دایره مرکز از و آورده بدست را ĈAZ نیمساز
کرده، قطع E۱ نقطه در را دایره که نموده�ام وارد OD۱ بر عمودی سپس است. کرده قطع D۱ مثل نقطه�ای

کرده�اند. قطع را افق قطر P۱ K۱و نقاط در که نموده�ام رسم نیز را AE۱ و AD۱ وترهای
است. کرده قطع را O دایره H۱ نقطه در که زده�ام دایره�ای AA۱ شعاع و A۱ مرکز به ٢ ل ش به توجه با
OB۱ شعاع و O مرکز به کند قطع را افق شعاع امتداد B۱ نقطه در تا داده�ام امتداد و رسم DH۱را پاره�خط

است. کرده قطع را افق قطر C۱ نقطه در که زده�ام دایره�ای
،C۱ و P۱ نقاط از که زده�ام دایره�ای مرکز آن به و آورده بدست را P۱ و C۱ نقاط وسط ٣ ل ش به توجه با
K۱I۱دایره�ای شعاع K۱و مرکز به و نموده قطع I۱ نقطه جمله از نقطه دو در Oرا دایره عمودی قطر و گذشته
وارد افق قطر بر عمودی M۱ نقطه از نموده، قطع M۱ نقطه جمله از نقطه دو در را دایره افق قطر که زده�ام

نموده�اند. قطع را بزرگ دایره S۲ و S۱ نقاط در که شده
امتداد و T نقطه در را O مرکز به دایره که است شده زده دایره�ای S۲S۱ شعاع و S۲ مرکز به ۴ ل ش در
در که �شود B۱Kم کمان بر منطبق کنیم برابر دو را B۱T کمان اگر که کرده، Gقطع نقطه در را افقط شعاع
B۲ نقطه �کند م تایید را مطلب این و است منتظم ضلع هفده ضلع ی کمان با برابر ایزنباد پروفسور ترسیم
۶B̂۱OB۲ = B̂۱OK بنابراین .۳B̂۱OB۲ = T̂OB۱ داریم که Oاست دایره با S۱G وتر تلاق محل که
نموده�ام ترسیم را درجه ۲۱ زاویه خودم روش به [٢] منبع به توجه با ۵ ل ش در .(۶ × ۳/۵۳ = ۲۱/۱۸)



ابری سلطان غلامرضا ١٨

:٢ ل ش

:٣ ل ش

:۴ ل ش



١٩ ۱۷ × ۵ و ۱۷ × ۳ مضرب �های چندضلع و منتظم ١٧-ضلع آن تبع به و منتظم ٢٠۴٠-ضلع دقیق ترسیم برای روش

:۵ ل ش

۲۰۴۰-ضلع ضلع ی به مقابل باقیمانده زاویه شود کم منتظم ۱۷-ضلع ضلع ی به مقابل زاویه از اگر که
معلوم ۳̂۵۷ �شود، م ۱۷×۲۱ چون و ۵×۱۷ از مضربی هم و است ۳×۱۷ از مضربی هم که �شود م منتظم
۱۷-ضلع ضلع هر مرکزی زاویه حالت این در �شود. م ۳̂ کنیم، برابر ۱۷ را ضلع هر اعشاری زاویه �شود، م

.۱۷ × ۱۲۰ = ۲۰۴۰ داریم و �شود م اعشارش برابر ۱۲۰

نتیجه�گیری .٢

داریم ۱۷ × ۵ و ۱۷ × ۳ مضرب �های چندضلع و منتظم ۱۷-ضلع ترسیم برای نیز ری دی روش�های
اکتفا مقاله برای شده گرفته نظر در عنوان اثبات برای روش همین به مقله صفحات محدودیت به توجه با که

�کنیم. م

زاری سپاس

جناب بزرگوار استاد کشور ریاض مروج و ماندگار چهره از �کنم م ر تش و تقدیر و زاری سپاس .١
کرمزاده. شهن عل امید پروفسور
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تحقیقات. ادامه به اینجانب تشویق و
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

بعدی ۴ یا ۳ لورنتس-مینکوفس فضاهای در بای�هارمونی -Lk ابررویه�های

محمدپوری اکرم و اوغل حسین رحیم

-k ، L۳ لورنتس-مینکوفس فضای در Lk-بای�هارمونی رویه هر که �دهیم م نشان مقاله این در یده. چ
میانگین خمیدگ k-امین با L۴ در Lk-بای�هارمونی ابررویه هر �کنیم م اثبات همچنین است. ماکسیمال
�دهیم م Lk ر عمل برای چن حدس به جزئ جواب نتایج، این آوردن بدست با و است. k-ماکسیمال ثابت،

�دهد. م نتیجه را Lk-ماکسیمال ، Lk-بای�هارمونی هر �کند م بیان که
k-امینخمیدگ ،Lk ر عمل ابررویه�هایk-ماکسیمال، ، Lk-بایهارمونی ابررویه�های کلماتکلیدی:

میانگین.

مقدمه .١

راستای در وی تحقیقات با همزمان و چن توسط هشتاد دهه اواسط در بای�هارمونی زیرخمینه�های مطالعه
�بای�هارمونی خمینه�های زیر که �کند م بیان چن از معروف حدس شد. آغاز نوع متناه زیرخمینه�های تئوری
برخ در و گرفته قرار زیادی هندسه�دانهای توجه مورد اخیر دهه سه در چن حدس .[٣] مینیمال�اند ، اقلیدس

باز مساله ی عنوان به همچنان حدس این هرچند است، گرفته قرار بررس مورد چن خاصحدس حالت�های
مثال�های نیست، برقرار En

s شبه�اقلیدس فضای زیرخمینه�های همه برای حدسچن کل حالت در است. مطرح
الهام با و شد خواهد Lkبیان ر عمل از که تعریف به توجه با است. شده ذکر [٣] در زیرخمینه�ها این از متعددی
[۵ ،۶ ،٢ ،١] ران دی و محمدپوری ادامه در و کاشان چن، حدس و بای�هارمونی ابررویه�های ایده از بخش
-L۰ ابررویه�های k = ۰ وقت که است ذکر به لازم پرداخته�اند. Lk-بای�هارمونی ابررویه�های بررس به
Lk ر عمل به را چن حدس کاشان و امینیان [١] در �باشند. م بای�هارمونی ابررویه�های همان بای�هارمونی
همان در آنها است. k-مینیمال ، اقلیدس فضای در Lk-بای�هارمونی ابررویه هر که دادند تعمیم زیر به�صورت
این است. برقرار متمایز اصل انحنای ٢ حداکثر با اقلیدس ابررویه�های برای Lk-حدس که دادند نشان مقاله

است. برقرار نیز اقلیدس های رویه برای حدس -L۱ که داد نشان

باشد t ≥ ۰ اندیس با زیر متری تانسور به مجهز Rn+۱ اقلیدس فضای Rn+۱
t کنید فرض

⟨, ⟩ = −
t∑

i=۱

dxi ⊗ dxi +
n+۱∑

j=t+۱

dxj ⊗ dxj ,

x : Mn
s → Rn+۱

t کنید فرض است. Rn+۱ استاندارد مختصات x = (x۱, . . . , xn+۱) آن در که
نگاشت با Rn+۱

t اقلیدس شبه فضای بتوی s اندیس Mnبا
s جهت�پذیر همبند ابررویه�ی از طولپا غوطه�وری

∇۰ ،∇ کنید فرض باشد. ( s = t− ۱ اگر ε = −۱ یا s = t اگر ε = ۱ که ) ⟨N,N⟩ = ε ،N گاوس
فرمول X,Yبه�ترتیب ∈ X(M) هر برای دهند. نشان را Rn+۱

t Mnو
s روی لوی�-سویتا ارتباط�های به�ترتیب

�باشد م زیر به�صورت وینگارتن و گاوس

∇۰
XY = ∇XY + ε⟨SX, Y ⟩N,
SX = −∇۰

XN,

�باشد. م N جهت انتخاب به Mnوابسته
s همبند ابررویه ل ش ر عمل S : X(Mn

s ) → X(Mn
s ) آن در که

. ٣۵B٠۶،٧٠H٣٣ :٢٠١٠ موضوع بندی رده
٢٠



٢١ بعدی ۴ یا ۳ لورنتس-مینکوفس فضاهای در بای�هارمونی -Lk ابررویه�های

�شود م تعریف زیر به�صورت S به وابسته QS(t) مشخصه جمله�ای چند .١.١ تعریف

QS(t) = det(tI − S) =

r∏
l=۱

det(tI − Sl).

�دهیم م قرار

QS(t) =
n∏

l=۱

(t− κl) =
n∑

k=۰

akt
n−k, a۰ = ۱,

�باشد. م QS(t) مختلط) یا ریشه�های(حقیق ،{κ۱, . . . , κn} آن در که

�شود م تعریف زیر Mnبه�صورت
s میانگین انحنای k-امین .٢.١ )تعریف

n

k

)
Hk = (−ε)kak,

میانگین انحنای همان ،H۱ = H که ،nH۱ = −εa۱ = ε tr(S) داریم k = ۱ وقت خاص حالت در که
است.

هرگاه گویند k-ماکسیمال ،L۴ وفس لورنتس-مینس فضای در Mرا ابررویه .٣.١ تعریف
Hk+۱ ≡ ۰.

k-ماکسیمال ، k ≥ m هر برای ،Hm
u−۱(−r) × Rn−m

t−u و Sm
u (r) × Rn−m

t−u ابررویه�های .۴.١ مثال
نیستند. k-ماکسیمال ، Rn+۱

t در Hn
t−۱(−r) و Sn

t (r) ابررویه�های و هستند

مینیمال چندجمله�ای هرگاه گوییم ایزوپارامتری ، لورنتس-مینکوفس فضای در Mرا ابررویه .۵.١ تعریف
باشد. ثابت آن ل ش ر عمل

از ی q = ۲ اگر است. متمایز اصل انحنای q ≤ ۲ دارای En+۱ در ایزوپارامتری ابررویه ی .۶.١ تذکر
ابرصفحه�ها ابرکره�ها، ، موضع En+۱به�صورت در ایزوپارامتری ابررویه�های باشد. صفر باید اصل انحناهای

�باشند. م Sk × En−kدر نشاننده حاصل�ضرب یا

فرضکنید همچنین Mباشد. ل ش ر عمل S و M̄ در ریمان شبه Mابررویه�ی فرضکنید .([٧]) ٧.١ لم
داریم آنگاه باشد، داشته ثابت انحنای M̄

(∇V S)W = (∇WS)V, ∀ V,W ∈ X(M).

است. معروف کودازی معادله به رابطه، این

است. df با متری هم�ارز �شود، م داده نشان ∇f به�صورت که f ∈ C∞(M) تابع گرادیان .٨.١ تعریف
یعن

⟨∇f,X⟩ = df(X) = X(f),

داریم موضع مختصات در و

df =
∑
i

∂f

∂xi
dxi, ∇f =

∑
i

gij
∂f

∂xi
∂j .

زیر به�صورت V دیوژانس Mباشد. شبه�ریمان خمینه روی برداری میدان ی V کنید فرض .٩.١ تعریف
�شود م تعریف

divV = tr{X 7→ ∇XV }.

�آوریم م بدست Mباشد، بر مماس برداری میدان�های از موضع قاب {E۱, . . . , En} اگر
div(V ) =

∑
i,j

gij⟨∇EiV,Ej⟩.

�باشد، م f دوم مرتبه کواریان مشتق �شود، م داده Hfنشان به�صورت که f ∈ F تابع هسیان تعریف١٠.١.
.Hf = ∇(∇f) یعن



محمدپوری اکرم و اوغل حسین رحیم ٢٢

است. f دیوژانسگرادیان �شود، م داده f△نشان به�صورت که f ∈ C∞(M) تابع لاپلاسین تعریف١١.١.
یعن

△f = div(∇f).

شد. معرف [٨] مرجع در ریل توسط بار اولین برای نیوتن تبدیلات

ضابطه با Pk : X(Mn
s ) → X(Mn

s ) خطـ Mnتبدیل
s ابـررویـه�ی نـیوتون تبدیـل k-امیـن .١٢.١ تعریف

است زیر

Pk =
k∑

j=۰

ak−jS
j ,

�باشد. م S ل ش ر عمل به وابسته QS(t) مشخصه�ی ای جمله چند ضرایب {al}ها که

کرد زیرتعریف به�صورت استقرایی �توان م را Pk همچنین
P۰ = I, Pk = akI + S ◦ Pk−۱.

نتیجه �کند، م مشخصه�اشصدق معادله در خط ر عمل هر �کند م بیان که همیلتون کیل قضیه�ی از استفاده با
.Pn = ۰ �گیریم م

Rn+۱
t اقلیدس شبه فضای در جهت�پذیر همبند غوطه�ور ابررویه�ی : Mn

s → Rn+۱
t کنید فرض .١٣.١ لم

صدق زیر روابط در Pk نیوتن تبدیل همچنین و �شود م جابجا S با و است خودالحاق Pk ر عمل آنگاه باشد،
�کند. م

۱) tr(Pk) = (n− k)ak = ckHk,

۲) tr(S ◦ Pk) = −(k + ۱)ak+۱ = εckHk+۱, ۱ ≤ k ≤ n− ۱,

۳) tr(S۲ ◦ Pk) = Ck[nH۱Hk+۱ − (n− k − ۱)Hk+۲], ۱ ≤ k ≤ n− ۲,

آن در که

(k + ۱)Ck = ck = (−ε)k(n− k)

(
n

k

)
= (−ε)k(k + ۱)

(
n

k + ۱

)
.

�شود م تعریف زیر به�صورت Lk دوم درجه خط دیفرانسیل ر عمل .١۴.١ تعریف

Lk : C∞(Mn
s ) → C∞(Mn

s )

Lk(f) = tr(Pk ◦ ∇۲f).

داریم موضع مختصات در .١۵.١ تذکر

Lkf =
۱
√
g

∑
i,j,l

∂i(
√
ggjlPki,l

∂jf),

�باشد. Pk∂iم =
∑

l Pki,l
∂l و gij متری تانسور دترمینان g = det(gij) آن در که

داریم آنگاه باشد، طولپا غوطه�وری x :Mn
s → Rn+۱

t کنید فرض .([۴]) ١۶.١ گزاره
Lkx = ckHk+۱N.

میدان ،
−→
H = HN که x∆است = n

−→
H لاپلاس-بلترام کلاسی معادله همان فوق معادله ،k = ۰ وقت

�کند. م تعریف را میانگین خمیدگ برداری

داریم x :Mn
s → Rn+۱

t موقعیت برداری میدان برای .([۴]) ١٧.١ لم

L۲
kx = Lk(Lkx) =− εckCkHk+۱∇Hk+۱ − ۲ck(S ◦ Pk)(∇Hk+۱)

− [εCkHk+۱(nH۱Hk+۱ − (n− k − ۱)Hk+۲)− LkHk+۱]ckN.

هرگاه گوییم Lk-هارمونی را x :Mn
s −→ Rn+۱

t ور غوطه ایزومتری ی .١٨.١ تعریف
Lkx = ۰.



٢٣ بعدی ۴ یا ۳ لورنتس-مینکوفس فضاهای در بای�هارمونی -Lk ابررویه�های

باشد. k-ماکسیمال ،Mn
s اگر تنها و اگر است Lk-هارمونی ،Mn

s ابررویه� ١۶.١ گزاره به توجه با

هرگاه گوییم Lk-بای�هارمونی را x :Mn
s −→ Rn+۱

t ور غوطه ایزومتری .١٩.١ تعریف
L۲
kx = ۰.

باشد. برقرار زیر روابط اگر تنها و اگر است Lk-بای�هارمونی ،Mn
s ابررویه� ١٧.١ لم به توجه }با

εCkHk+۱∇Hk+۱ = −۲(S ◦ Pk)(∇Hk+۱),
LkHk+۲ = εCkHk+۱(nH۱Hk+۱ − (n− k − ۱)Hk+۲).

مطلب این عکس است. Lk-بای�هارمونی ، Lk-هارمونی ابررویه هر که است واضح فوق شرایط به توجه با
است. هارمونی ، بای�هارمونی ابررویه هر که �کند م بیان چن حدس زمینه این در نیست. بدیه همواره

اصل نتایج .٢

فضاهای و نامعین �های متری برای را Lk-حدس داریم قصد Lk-حدسچن درباره تحقیقات کار ادامه در
ر عمل برای حدسچن به جزیی جواب�هایی ٢.٢ و ١.٢ قضیه�های اثبات و بیان با و نماییم بررس اقلیدس شبه

�دهد. م نتیجه را Lk-ماکسیمال ، Lk-بای�هارمونی هر �کند م بیان که بدهیم Lk

نظر در را L۳ لورنتس-مینکوفس فضای Mبه جهت�پذیر رویه از ψ :M −→ L۳ غوطه�وری .١.٢ قضیه
انحنای -امین (k + این�صورت(۱ در باشد، برقرار k = ۰,۱ ی برای L۲

kψ = ۰ شرط کنید فرض یرید، ب
است. k-ماکسیمال ،ψ غوطه�وری به�عبارت یا است، صفر میانگین

در را L۴ لورنتس-مینکوفس فضای توی Mبه جهت�پذیر رویه از ψ :M −→ L۴ غوطه�وری .٢.٢ قضیه
برقرار k ∈ {۰,۱,۲} ی L۲برای

kψ = شرط۰ و باشد ثابت میانگین انحنای k-امین فرضکنید یرید، ب نظر
k-ماکسیمال غوطه�وری ،ψ غوطه�وری به�عبارت یا است، صفر میانگین این�صورت(k+۱)-انحنای در باشد،

است.
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

حجره�ای clp-فشرده فضاهای

کاشان جمال زهره

به دو بازهای از U خانواده هر برای هرگاه است ای حجره clp-فشرده ،X توپولوژی فضای گوییم یده. چ
این در .∀U ∈ U : A ∩ U ̸= ∅ که طوری به باشد داشته وجود A clp-فشرده زیرفضای ،X مجزای دو
ای حجره فشرده و clp-فشرده فشرده، فضاهای با آن ارتباط و توپولوژی فضاهای از دسته این معرف به مقاله

کنیم. م بررس را آنها توپولوژی های ویژگ برخ همچنین و پردازیم م
ای. حجره clp-فشرده clp-فشرده، ای، حجره فشرده کلیدی: کلمات

مقدمه .١

از دسته این �های ویژگ و پرداخته حجره�ای فشرده فضاهای معرف به Wilson و Tkachuk ، [٣] در
کرده�اند. بررس را توپولوژی فضاهای

زیرمجموعه�های Uاز خانواده�یمجزای برایهر هرگاه حجره�ایگوییم فشرده Xرا توپولوژی فضای تعریف١.١.
.K

∩
U ̸= ∅ ،U ∈ U هر برای که به�طوری باشد داشته Kوجود ⊂ X فشرده مجموعه ی ،X ناته باز

هر و همبند فضای هر که است شده ثابت و گردیده معرف clp-فشرده فضاهای [٢] و [١] مقاله دو در
است. شده بیان آنها حاصل�ضربی فضاهای و زیرفضاها برای نتایج نیز و است clp-فشرده فشرده، فضای

پوشش زیر دارای فضا از باز-بسته پوشش هر هرگاه گوییم clp-فشرده Xرا توپولوژی فضای .٢.١ تعریف
باشد. متناه

برخ و کرده معرف را حجره�ای clp-فشرده جدید فضای تعریف، دو این ترکیب با داریم قصد مقاله این در
کنیم. بررس را حجره�ای فشرده و clp-فشرده فضای دو با آن ارتباط نیز و آن �های ویژگ از

به دو بازهای از U خانواده هر برای هرگاه گوییم حجره�ای clp-فشرده را X توپولوژی فضای .٣.١ تعریف
.∀U ∈ U : A ∩ U ̸= ∅ که به�طوری باشد داشته وجود A clp-فشرده زیرفضای ،X مجزای دو

مجموعه�های شامل پایه�ای دارای و ناته و T۱ Xفضایی اگر �گوئیم م صفر-بعدی Xرا فضای تعریف١.۴.
باشد. بسته-باز

زیرمجموعه�های از خانواده هر هرگاه �کند م CCCصدق ویژگ در توپولوژی فضای ی گوییم تعریف١.۵.
باشد. شمارا آن مجزای دو به دو باز

اصل نتایج .٢

�پردازیم. م حجره�ای clp-فشرده فضای به مربوط مثال�های و قضایا برخ بیان به قسمت این در
�شود. م نتیجه زیر قضیه حجره�ای clp-فشرده و clp-فشرده فضاهای تعریف به توجه با

است. حجره�ای clp-فشرده clp-فشرده، فضای هر .١.٢ قضیه

کرد. بیان را زیر قضیه �توان م است، clp-فشرده فشرده، فضای هر چون

است. حجره�ای clp-فشرده حجره�ای، فشرده فضای هر .٢.٢ قضیه

. ۵۴D٢٠،۵۴D۵۵ :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. کاشان جمال زهره سخنران:

٢۴



٢۵ حجره�ای clp-فشرده فضاهای

نیست. برقرار ٢.٢ قضیه�ی عکس که �دهد م نشان بعد مثال

است همبند نه و فشرده نه L = [۰,۱]\{۱

n
: n = ۰,۱, . . .} زیرفضای ،X = [۰,۱] فضای در .٣.٢ مثال

فرض اگر زیرا نیست، حجره�ای فشرده L همچنین است. حجره�ای clp-فشرده نتیجه در و clp-فشرده ول
۱

n+ ۱
به هرچه که یریم ب نظر در را مجزایی بازهای ،( ۱

n+ ۱
,
۱

n
) بازه در اگر و باشد چنین کنیم، خلف

داشته وجود C فشرده زیرمجموعه باید فرض طبق این�صورت در شود، �تر کوچ بازه طول �شویم م نزدی
انتخاب را عضوی بازها این از هری با C مجموعه اشتراک از �کند. م قطع را مجزا بازهای این همه که باشد
حدی نقطه باید و �باشد م نیز دنباله�ای فشرده است، فشرده C چون �سازیم. م را (xn) دنباله�ی و �کنیم م

نیست. چنین که باشد، بازه داخل (xn) دنباله�ی

است. حجره�ای Xفشرده آنگاه باشد، حجره�ای clp-فشرده و صفربعدی Xفضایی اگر .۴.٢ قضیه

A ⊆ X clp-فشرده فرضزیرفضای طبق Xباشد. در مجزا دو به دو بازهای خانواده�ی U فرضکنیم اثبات.
clp-فشرده، و صفربعدی فضای هر چون طرف از �کند. م قطع را U اعضای همه�ی به�طوری�که دارد وجود
� �شود. م حجره�ای فشرده ،X فضای لذا و بوده فشرده ،A که �شود م نتیجه است، فشرده

نیست. حجره�ای clp-فشرده گسسته، توپولوژی Xبا نامتناه فضای هر .۵.٢ قضیه

فرض �گیریم. م نظر در را X در مجزا دو به دو بازهای از U = {{x} : x ∈ X} خانواده�ی اثبات.
دارد وجود A ⊆ X مانند clp-فشرده�ای زیرفضای لذا باشد. حجره�ای clp-فشرده�ی ،X که �کنیم م خلف
U زیرا باشد. clp-فشرده �تواند نم X اما .A = X یعن ، A ∩ {x} ̸= ∅ ،x ∈ X هر برای به�طوری�که
� �شود. م ثابت م ح و باطل فرضخلف بنابراین ندارد. متناه زیرپوشش که Xاست از باز-بسته پوشش

است. حجره�ای clp-فشرده ،X حجره�ای clp-فشرده فضای از Y باز-بسته�ی زیرفضای هر .۶.٢ قضیه

در U اعضای است، Xباز در Y چون �گیریم. م نظر در را Y مجزای دو به دو بازهای از U خانواده�ی اثبات.
طرف از .∀U ∈ U : A∩U ̸= ∅ که دارد Xوجود Aاز زیرفضایclp-فشرده فرض، طبق هستند. باز Xنیز

.A∩Y ∩U ̸= ∅ نیز و �شود م clp-فشرده لذا و فضایclp-فشرده�یAاست از باز-بسته A∩Uزیرفضایی
� است. حجره�ای clp-فشرده ،Y بنابراین

clp-فشرده لزوماً حجره�ای، clp-فشرده فضای ی از بسته زیرفضای ی که �دهد م نشان بعد مثال
نیست. حجره�ای

clp-فشرده نتیجه در و clp-فشرده است، همبند فضا این چون �گیریم. م نظر در را R فضای .٧.٢ مثال
U = {{۱}, {۲}, . . .} اگر همچنین نیستو clp-فشرده آن Nاز گسسته و نامتناه زیرفضای است. حجره�ای
ندارد وجود N در clp-فشرده زیرمجموعه�ی هیچ یریم، ب نظر در را N مجزای دو به دو بازهای از خانواده�ای

نیست. حجره�ای clp-فشرده ،N لذا کند، قطع را U اعضای همه�ی که

حجره�ای clp-فشرده لزوماً حجره�ای، clp-فشرده فضای ی از باز زیرفضای ی که �دهد م نشان بعد مثال
نیست.

clp-فشرده و clp-فشرده ای، حجره فشرده نتیجه در و فشرده فضایی I۲
۰ = [۰,۱]× فضای[۰,۱] .٨.٢ مثال

،A در باز-بسته زیرمجموعه�های �گیریم. م نظر در را A =
∪
({x} × (۰,۱)) زیرفضای است. ای حجره

و ندارد متناه زیرپوشش U باشد، عمودی میله�های شامل A پوشش U اگر هستند. عمودی میله�های همان
مجموعه�ی هیچ ک است A در مجزا دو به دو بازهای از خانواده�ای U همچنین نیست. clp-فشرده ،A لذا
حجره�ای clp-فشرده ،A نتیجه در کند، قطع را عمودی میله�های این همه که ندارد وجود A در clp-فشرده�ای

نیست.

پوشا و پیوسته تابع f : X −→ Y و بوده حجره�ای clp-فشرده ،X توپولوژی فضای اگر .٩.٢ قضیه
است. حجره�ای clp-فشرده نیز، Y توپولوژی فضای این�صورت در باشد،
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پیوستگ به توجه با باشد. Y در مجزا دوبه�دو بازهای خانواده�ی U = {Ui : i ∈ I} کنیم فرض اثبات.
زیرفضای فرض طبق لذا و Xاست، در مجزا دوبه�دو بازهای خانواده�ی U ′

= {f−۱(Ui) : i ∈ I} ،f تابع
به�طوری�که دارد وجود A ⊆ X clp-فشرده�ی

∀i ∈ I : A ∩ f−۱(Ui) ̸= ∅ ⇒ f(A ∩ f−۱(Ui)) ̸= ∅ ⇒ f(A) ∩ Ui ̸= ∅

�شود. م حجره�ای clp-فشرده نیز Y لذا و است Y در clp-فشرده زیرفضایی f(A) ،[٢] در قضیه�ای طبق حال
�
و گسسته زیرمجموعه�ی هر برای همچنین و �کند م صدق CCC در که باشد فضایی X اگر .١٠.٢ قضیه

است. حجره�ای clp-فشرده ،X این�صورت در باشد، clp-فشرده ،A ، A ⊆ X شمارای

،U ∈ U هر برای شماراست. U فرض طبق Xباشد، مجزای دو به دو بازهای خانواده U کنیم فرض اثبات.
است، گسسته و شمارا مجموعه�ای A .A = {xU : xU ∈ U} �دهیم م قرار و کرده انتخاب را xU ∈ U

Xفضایی بنابراین ند، �� م قطع را U اعضای همه�ی طرف از و است حجره�ای clp-فشرده ،Aفرض طبق لذا
� است. حجره�ای clp-فشرده

X \ {p}این�صورت در باشد، تنها نقطه�ای p ∈ X و بوده حجره�ای clp-فشرده Xفضایی اگر .١١.٢ قضیه
است. حجره�ای clp-فشرده نیز

مجزا دو به دو بازهایی واقع در که Xباشد \{p} در مجزا دو به دو بازهای از ای خانواده U فرضکنیم اثبات.
�کند. م قطع را U اعضای همه که دارد وجود A ⊆ X clp-فشرده زیرفضای این�صورت در هستند. X در
از عضو تنها تنهاست، نقطه�ی p چون ،p ∈ A اگر شود؛ م ثابت م ح Aو ⊆ X \ {p} گاه آن ،p /∈ A اگر
بوده clp-فشرده زیرفضایی نیز A \ {p} لذا و است {p} مجموعه �باشد م p شامل که باز-بسته پوشش�های
� �شود. م ثابت م ح و
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

استون-چخ فشرده�سازی و دینامی سیستم�های در رمزی نظریه

توتکابن اکبری محمد

l∞(N) ∗C-جبر تروم اسپ عنوان به ، طبیع اعداد جمع روه نیم از حاصل چخ استون فشرده�سازی یده. چ
همچنین، �کند. م ایفا نقشمهم طبیع اعداد در رمزی نظریه بررس در که است، هاسدورف و فشرده فضایی
ایفا �ها بررس این در فراوان قابلیت�های نیز ، طبیع اعداد جمع روه نیم توسط شده القا دینامی سیستم

�نماید. م
(جبر و رمزی) -نظریه دینامی (سیستم در مهم رخداد�های از برخ مرور با تا است این بر سع مقاله، این در

کنیم. بیان را آمده به�دست نتایج از بعض رمزی) استون-چخ-نطریه
. دینامی سیستم�های مرکزی، مجموعه�های مینیمال، خودتوان استون-چخ، سازی فشرده کلیدی: کلمات

مقدمه .١

مینیمال، سیستم اوربیت، پایا، زیرمجموعه قبیل از ، دینامی سیستم�های مقدمات مفاهیم سخن، آغاز از قبل
نمایید. مراجعه [١] به �توانید م آشنایی برای �کنیم. م فرض شده دانسته را ... و مینیمال نقطه

، طبیع اعداد از متناه افراز هر که کرد ثابت باز، سوال ی به پاسخ در واردن در ون بیستم، قرن اوایل
که شدند متوجه توران، و اردوش است. دلخواه طول به حسابی تصاعدهای دارای که است حجره ی حاوی

عدد یعن است. مثبت ال چ دارای حجره�ها از ی ، طبیع اعداد از متناه افراز هر در

d(A) = limsupn→∞
|A ∩ {۱, . . . , n}|

n

شد. ثابت زمردی، توسط ١٩٧۴ سال در که نمودند مطرح را سوال آنان است. مثبت عددی حجره، آن برای
دلخواه طول به حسابی تصاعد دارای مثبت، ال چ با طبیع اعداد از زیرمجموعه هر که کرد ثابت زمردی
سال در نمود. حل را توران و اردوش حدس گروه�ها، و دوبخش گراف�های کم به خود، اثبات در وی است.
قضیه توانست پوانکاره، بازگشت قضیه از جدید ورژن ی و دینامی سیستم�های کم به فرشتنبرگ ،١٩٧٨
فرشتبرگ که دریچه�ای اما شد ثبت زمردی، نام به توران و اردوش حدس اثبات اگرچه نماید. اثبات را زمردی
اخیر سالیان در رمزی نظریه حوزه در ریاض تحقیقات در رف ش تاثیری گشودند، زمینه این در ارانش هم و
نامتناه زیرمجموعه�ی Aی اگر که دادند نشان زمردی، قضیه اثبات برای ارش هم و فرشتنبرگ است. داشته

مجموعه Aتوسط شده تولید ∗C-زیرجبر آنگاه باشد، مثبت ال چ دارای طبیع اعداد از
{χ−n+A : n ∈ N} ∪ {χN}

که است، ایزومورفیسم ال ایزومتری C(X) با گلفاند قضیه به بنا نتیجه در و جدایی�پذیر
−n+A = {m : n+m ∈ A}

ضابطه با Γ : A → C که داد نشان همچنین او Aاست. جبر ∗C-زیر تروم Xاسپ و

Γ(f) = limn→∞

∑n
k=۱ f(k)

n

سیستم ی که هست Xچنان روی µ احتمال بورل اندازه ریس، نمایش قضیه به توجه با و است میانگین ی
روابط X از بورل اندازه�پذیر مجموعه زیر ی برای ه به�طوری �نماید. م القا (X,B(X), µ, T ) اندازه حافظ

است برقرار زیر

. ۵٨H٠۵،٢٢A٢٢ :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. توتکابن اکبری محمد سخنران:

٢٧
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.d(A) = µ(B) الف)
داریم حسابی، اعداد از F متناه مجموعه هر برای ب)

d(
∩
n∈F

−n+A) ≥ µ(
∩
n∈F

T−nB).(١.١)

ال چ با طبیع اعداد زیرمجموعه�های بین پل قضیه این است. فرشتنبرگمشهور تناظر اصل قضیه به قضیه این
برای شده طرح مساله ی تا �سازد م فراهم را ان ام این واقع در �آورد. م به�وجود دینامی سیستم�های و مثبت

شود. بدل دینامی سیستم در چالش ی به مثبت، ال چ با مجموعه�های
ناصفر بتواند تا داشتند نیاز قضیه�ای به اران هم و فرشتنبرگ نبود. کار پایان معنای به ارتباط، این وجود اما

نماید. تضمین را (١.١) رابطه�ی راست سمت بودن

عدد هر برای این�صورت در باشد. احتمال اندازه حافظ سیستم ی (X,B, µ, T ) کنید فرض .١.١ قضیه
داریم مثبت اندازه با A اندازه�پذیر مجموعه�ی هر و k طبیع

liminfn→∞

∑n
i=۰ µ(A ∩ T−i(A) ∩ T−۲i(A)) ∩ · · · ∩ T−ki(A)

n+ ۱
> ۰

داریم n طبیع عدد نامتناه تعداد فوق،برای قضیه به توجه با بنابراین
d(A ∩ −n+A ∩ −۲n+A ∩ · · · ∩ −nk +A) > ۰.

که هست چنان n طبیع عدد ،k طبیع عدد هر برای لذا
A ∩ −n+A ∩ −۲n+A ∩ · · · ∩ −nk +A ̸= ∅.

داشت خواهیم a طبیع عدد ی برای نتیجه در
{a, a+ n, a+ ۲n, . . . , a+ nk} ⊆ A.

یرید، ب نظر در fk(x) = nx ضابطه با طبیع اعداد روی را fk همریخت ،k طبیع عدد هر برای اگر حال
�یابد. م توسیع زیر به�صورت زمردی قضیه

ریشه ی صفر که باشد، صحیح ضرایب با چندجمله�ای�های از متناه مجموعه�ای F کنید فرض .٢.١ قضیه
که موجودند b و a طبیع اعداد و C حجره ی ، طبیع اعداد از متناه افراز هر برای آنهاست،

{a+ P (b) : P ∈ F} ⊆ C.

مشهور واردن در وان چندجمله�ای قضیه به که است وان-در-واردن قضیه از پیشرفته ورژن ی فوق قضیه
قضایای مشاهده و بیشتر اطلاعات برای است. اثباتشده فرشتنبرگ دانشجوی برگلسون توسط قضیه این است.
مفاهیم تعمیم تا دارید تمایل چنانچه نمایید. مراجعه [۴] به آن از تعمیم�هایی نیز و واردن در وان قضیه با معادل

�شود. م پیشنهاد [١] نمایید، مشاهده میانگین�پذیر زیرگروه�های به را فوق
یرید. ب نظر در Fp(x, y) = x+ p(y) ضابطه با Fp : N×N → N تابع ،p(x) چندجمله�ای برای حال

است. بیان قابل زیر به�صورت قبل قضیه دراین�صورت

است، آن ریشه ی صفر که صحیح، ضرایب با چندجمله�ای�های از T متناه مجموعه هر برای .٣.١ قضیه
که هست چنان N۲ در (a, b) نقطه و C حجره آنگاه شود افراز مجموعه متناه تعداد به طبیع اعداد اگر

{Fp(a, b) = a+ p(b) : p ∈ T} ⊆ C.

هر برای آیا ،F مانند N به Nk از توابع از متناه مجموعه ی برای که بدانیم مایلیم ، طبیع به�طور بنابراین
که �شود م یافت x ∈ Nk عنصر و C حجره ، طبیع اعداد از متناه افراز

{f(x) : f ∈ F} ⊆ C.

مجموعه�های که �دانیم م ما �شود. م نامیده رمزی خانواده را فوق خاصیت با توابع، از متناه مجموعه هر
متناه

{f(x, y) = x, g(x, y) = x, h(x, y) = x+ y}
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، خط ترکیبات خصوص در هستند. رمزی خانواده�های {f(x, y) = x, g(x, y) = y, p(x, y) = xy} و
ما وجود این با شده�اند. مشخص دقیق به�طور خط مدل با رمزی �های خانواده و شده انجام فراوان تحقیقات

آیا که �دانیم نم هنوز

{x۲, y۲, x۲ + y۲}

خانواده {x, y, x + y, xy} مجموعه آیا که �دانستیم نم ،٢٠١٧ سال تا همچنین نه؟ یا هست رمزی خانواده
{x, y, x + y, xy} شمارا، میدان�های در که کردند ثابت [٢] در برگلسون و موریرا خیر؟ یا هست رمزی
رمزی خانواده�ای متناه میدان�های در {x, y, x+ y, xy} که شد ثابت آنها از قبل البته است، رمزی خانواده
ثابت [۵] در موریرا نداشت. اجرا قابلیت طبیع اعداد در شده، گرفته کار به �های تکنی حال هر در است.

است. رمزی خانواده {xy, x+ y} که کرد
نظریه در تئوری ارگودی و دینامی سیستم�های کم به ارانشان، هم و فرشتنبرگ که تحقیقات با موازی
مفاهیم تا تلاشداشتند ر دی مسیری از ریاضیدانان از ر دی عده�ای �نمودند، م طبیع اعداد جمع نظریه و رمزی
وی باشد. هیندمن نیل راستا، این در برجسته نقش�آفرینان از ی شاید بزنند. رقم حوزه این در را نویی و جدید
قضیه این اصل البته که کرد، مطرح مقدمات ترکیبیات اثبات ی با را متناه جمع�های قضیه ،١٩٧۴ سال در
گردید ارائه ارتنر بوم ج. توسط ساده�تر ترکیبیات اثبات ی سال، همان در �باشد. م گالوین اف. به منسوب
اهمیت اینجا در که آنچه دادند. ارائه آن برای دینامی سیستم اثبات ی ویس و فرشتنبرگ ،١٩٧٨ سال در و

است. پویاتر و ساده�تر اثبات ل�گیری ش در استون-چخ جبر نقش دارد،

وجود طبیع اعداد از {xn} دنباله ی Cو حجره ی طبیع اعداد از متناه افراز هر برای .([٣]) ۴.١ قضیه
که دارد

FS({xn}) = {
∑
k∈F

xk : ∅ < |F | < ∞} ⊆ C.

حجره�ها از ی ، طبیع اعداد از متناه افراز هر در که است این در ، متناه جمع�های قضیه اثبات ریشه
مجموعه�های بیشتر، دقت کم با است. طبیع اعداد استون-چخ فشرده�سازی در خودتوان ی از عضوی
اشتهار مرکزی مجموعه�های به مجموعه�ها این برخودارند. بیشتری خواص از که �شوند م مشخص ری دی
خودتوان�های از عناصری ، طبیع اعداد در مجموعه�ها این شدند. معرف فرشتنبرگ توسط بار اولین و دارند

هستند. βN استون-چخ فشرده�سازی در مینیمال

استون-چخ سازی فشره و دینامی سیستم .٢

خاصیت دارای که است p مانند طبیع اعداد زیرمجموعه�های از گردایه ی ، طبیع اعداد روی ابرفیلتر ی
باشد موجود چنان B ∈ p مجموعه A /∈ p که طبیع اعداد از A زیرمجموعه هر برای و باشد متناه مقطع
A زیرمجموعه هر برای �دهیم. م نمایش βN با را طبیع اعداد روی ابرفیلترها همه گردایه .A ∩B = ∅ که
�دهد م توپولوژی پایه ی یل تش A = {p ∈ βN : A ∈ p} فرم به مجموعه�های گردایه ، طبیع اعداد از
توسیع βN به تا ی به�طور جمع باینری عمل است. هاسدورف و فشرده فضایی توپولوژی این به نسبت βN و

زیر خصوصیات با �یابد، م
پیوسته�اند. راست انتقال�های •

باضـابطه λn : βN → βN نگاشـت یعن پیوسـته�اند. چپ انتقـال�های ،n ∈ N هـر بـرای •
است. پیوسته تابع λn(x) = n+ x

.{s ∈ N : −s+A ∈ q} ∈ p اگر وتنها اگر A ∈ p+ q •
است. مینیمال خودتوان ی شامل مینیمال چپ ایده�ال هر •

است. ال چ βN در طبیع اعداد مجموعه •
مینیمال زیرسیستم ی L است. توپولوژی دینامی سیستم ی (βN, {λn}n∈N) که �شود م دیده راحت به

باشد. مینیمال چپ ایده�ال ،L اگر تنها و اگر است
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ϕ : P×N → N تابع حسابی). Nباشد(توابع Nبه از توابع از نامتناه ایی Pخانواده فرضکنید .١.٢ قضیه
تابع به تا ی توسیع دارای ϕ آنگاه یرید. ب نظر در ϕ(f, x) = f(x) ضابطه با

∗ : βP × βN → βN
�نماید. م صدق زیر خصوصیات در که

.f ∗ x = f(x) ،x ∈ N هر و f ∈ P هر برای الف)
است. پیوسته Rx(G) = G ∗ x ضابطه با Rx : βP → N تابع ،x ∈ βN هر برای ب)
است. پیوسته Lg(x) = g ∗ x ضابطه با Lgβ : N → βN تابع ،g ∈ P هر برای ج)

باشد. طبیع اعداد از زیرمجموعه�ایی A و حسابی توابع از نامتناه خانواده�ایی P کنید فرض .٢.٢ قضیه
برقرارند. زیر گزاره�های آنگاه

.f−۱(A) ∈ x اگر تنها و اگر A ∈ f ∗ x ،x ∈ N هر و f ∈ P هر برای الف)
.{f ∈ P : f−۱(A) ∈ x} ∈ G اگر تنها و اگر A ∈ G ∗ x ،x ∈ N هر و G ∈ βP هر برای ب)

توجه است کاف فقط است. رمزی خانواده�های تشخیص در قبل قضیه دو از کاربردی واقع در زیر قضیه
دراین�صورت نمود. بیان نیز N به Nk از توابع از خانواده�ایی برای �توان م را فوق قضایای که باشیم داشته

داشت خواهیم

تنها و اگر است رمزی P متناه خانواده است. مفروض N به Nk از توابع از P متناه خانواده .٣.٢ قضیه
که باشند موجود y ∈ βNk و x ∈ βN اگر

f ∗ y = x, ∀f ∈ P.
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

نفس به� اعتماد و هندس مساله�ی حل ارتقاء بر محور فرایند ارزشیابی روش�های تاثیرات بررس
دانش�آموزان

نکوفر محمد

مهم دغدغه�های از همواره�ی ارزشیابی ول است نوپا پژوهش حوزه ی ارزشیابی سواد که چند هر یده. چ
ملزومات که �دهد م نشان ارزشیابی سواد اصطلاح رفته�است. شمار به ریاض آموزش ویژه به و آموزش در
باید مدیران و معلمان قبیل از ارزشیابی امر اندرکاران دست و نیست افتاده�ای پا پیش و ساده کار ارزشیابی
آخرین به�عنوان به�ارزشیابی سنت روش�های شوند. مسلط راستا این در لازم مهارتهای و اصول از سری بری
به دانش�آموز ارتقاء عدم یا ارتقاء مورد در تصمیم�گیری برای مفید ابزاری را آن و �کنند م نگاه تدریس فرایند گام
قلمداد یادگیری - یادده فرایند از بخشلاینفک را ارزشیابی نوین روش�های ول �آورند م شمار به بالاتر پایه�ی
کنند. تمرکز دانش�آموزان طبقه�بندی بر اینکه تا �کنند م تمرکز یادگیری فرایند و یادگیرنده راهنمایی بر و �کنند م
اصطلاحات اینرو از نیست. کاف تنهایی به سنت سواد معاصر دنیای در تربیت و تعلیم پیچیده�ی فرایند در
نظر بر بنا آمده�اند. پدید ارزشیابی سواد و آماری سواد ، شفاه سواد کامپیوتر، سواد مانند جدیدی مفاهیم و
یادگیری �سازی درون فرایند که یادگیری بیرون رویدادهای تنظیم و طراح فرایند از است عبارت تدریس گانیه،
ه بل �رود، نم به�کار دانش�آموزان وغربال�گری طبقه�بندی برای تنها موثر ارزشیابی اینرو از �کنند. م تسهیل را
(١٩٩١) سوا لوفران کند. کم معلمان به فرایندها ارزشیابی در و دهد ارتقاء را دانش�آموزان انگیزه �تواند م
تبیین تدریس از پس و تدریس ضمن تدریس، از پیش فرایندهای در را تدریس با آن رابطه و �ارزشیابی اه جای
کار به -یادگیری یادده فرایند در موثر عامل ی به�عنوان �تواند م �ارزشیابی که معناست بدان این �کند. م
ریاض مسائل برحل فرایندمحور ارزشیابی روش�های �از استفاده تاثیرات بررس حاضر تحقیق از هدف . رود

. است ٢ هندسه درس کلاس�های در دانش�آموزان راحت احساس و نفس به اعتماد وهندسه،
ارزشیابی. سواد نفس، به اعتماد محور، فرایند ارزشیابی ، آموزش موثر ارزشیابی کلیدی: کلمات

مقدمه .١

با باشند قادر و باشند دارا باید معلمان که دارد اشاره قابلیت�هایی و مهارت�ها دانش، به ارزشیابی سواد
برای را معیارهایی و کنند ایجاد دانش�آموزان یادگیری مورد در را متناسبی استنباط�های مهارت�ها این استفاده�از
معلمان برای ارزشیابی سواد کنند. ایجاد دانش�آموزان، موفقیت افزایش برای استنباط�ها این اساس بر رد عمل
از برخ �رود. م شمار به کلیدی توانمندی ی ، عال آموزش تا ابتدایی از تحصیل مختلف سطوح تمام در

�کنند. م معرف تدریس از حیات مرحله�ای را ارزشیابی محققان،
و باندل نظر بنابر �شود م آنها آزمون�های و تدریس در معلمان خود نصیب �اول درجه در ارزشیابی سواد فایده
موضوع و سابقه جنسیت، از نظر صرف معلمان همه برای آموزش روش�شناس لحاظ از اولوواتایو(٢٠١٣)
درباره و کرده انتخاب را اطلاعات مناسب منابع بتوانند تا باشند داشته ارزشیابی سواد که است مفید تدریس

کنند. حاصل اطمینان ارزشیابی استفاده�از نحوه�ی و چرایی و قضاوت و ارزشیابی دقت
فرایند ط در که باشد مستندی داده�های و قرائن بر مبتن باید یادگیری گستره�ی و عمق و صحیح قضاوت
ارزشیابی سواد از متناسبی سطح طریق از تنها مفید و خوب ارزشیابی �است. شده جمع�آوری یادگیری - یادده
یادگرفته�اند دانش�آموزان که را آنچه از صحیح تصویر تنها مدارسنه در ارزشیابی سنت شیوه�های . �شود م میسر
در و �امتحانات به نسبت ترس احساس آوردن پدید با را دانش�آموزان یادگیری قابلیت�های ه بل �دهند، نم ما به
صدق نیز ریاضیات مورد در امر این �کنند. م تضعیف مطالب یادگیری برای بی�میل و نفرت ایجاد نهایت
الرتون، و کلمنتس مثلا ) �شود م یاد هراس ریاض عنوان تحت آن از ریاض آموزش تحقیقات در که �کند م
کشورهای در حت ریاض علوم یادگیری و تدریس راه سر بر مانع هراس ریاض .(١٩٩٨ تئودور، ١٩٩۶؛

۴۶L۵۴. ۴۶L۶۵، :٢٠١٠ موضوع بندی رده
. نکوفر محمد سخنران:

٣١
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(٢٠٠٨) لئونهارد نیست. این از بهتر وضع که نیافته توسعه توسعه�یا حال در کشور به رسد چه �است پیشرفته
ریاض افزایش روند از تئودور(١٩٩٨) و دارد وجود ” هراس ریاض فرهنگ ی ” اروپا در که است معتقد

در �گوید. م سخن فن و تکنولوژی و ریاض علوم رشته�های در نام ثبت کاهش و هراس تکنی و هراس
از بخشند. بهبود یا کند بدتر را موقعیت این �تواند م ونه چ ارزشیابی روش�های که ببینیم �توانیم م ما اینجا
به و یرند ب یاد را موثر ارزشیابی روشهای است لازم خاص به�طور ریاض معلمان و عام به�طور معلمان اینرو

ببندند. کار
بال ) هستند ارزشیابی سواد فاقد معلمان از بسیاری که �دهد م نشان معلمان ارزشیابی سواد درباره�ی تحقیقات

.(١٩٨٢ نز، وی ١٩٩٢؛ ینز استی ١٩٩٨؛ اران، هم و
اهداف آیا که کند تعیین �تواند م و است تدریس حیات مرحله�ی �ارزشیابی که است معتقد (١٩٩٧) ساکس
سمت به و یریم ب فاصله ناکارآمد سنت روش�های �از که است لازم امروزه خیر؟ یا شده�اند محقق آموزش
�گیرند م امتحان و �دهند م درس شیوه�ای همان به معلمان �اکثر متاسفانه کنیم. مناسبحرکت و مفید روش�های
نداشته تدریسآنها در تاثیری هیچ اه دانش دوره سال چهار واقع در و کرده�اند تجربه دانش�آموز به�عنوان خود که
کنند نگاه ابزاری به�عنوان صرفاً به�امتحان آنها که �است شده باعث ارزشیابی در معلمان موروث شیوه این �است.
کل موقعیت چنین در داد، دانش�آموزان به بیست تا صفر از رقم دو یا رقم �ی نمره ی �توان م آن با که
یادده خدمت در ارزشیابی و آموزش نظام کل باید �که حال در �گیرد م قرار نهایی امتحانات خدمت آموزشدر

شود. ارزشیابی فدای نباید آموزش یعن باشد یادگیری و
تدریس و است ن غیرمم عملا ارزشیابی سواد بدون کارآمد و مفید تدریس که« �دارد م بیان (٢٠٠۴) پاپهم
جامعه به ریاضیات و علوم در آموزش جاری روند بدین�ترتیب �داند». م خودکش نوع را ارزشیابی سواد بدون
را ران آموزش آموزنده، و سازنده راهنمایی�های ارائه با �توانند م محققان پس . �دهد م هشدار علامت آموزش
روش�های طریق از یادگیری برای ارزشیابی تاثیر درباره�ی متاسفانه . کند کم آموزش جاری لات مش حد در
نفس به اعتماد مانند روان�شناخت فاکتورهای و دانش�آموزان رد عمل و یادگیری ارتقاء بر فرایندمحور ارزشیابی
پیشینه�ی �کوشد م پژوهشحاضر . نگرفته�است صورت تحقیقاتکاف هندسه کلاس�های در احساسراحت و
ارزشیابی روش�های �از استفاده آیا که بدانند �خواهند م محققان . سازد بار پر زمینه این در را هندسه ارزشیابی
نفس به اعتماد و هندس مسائل حل بر مثبت تاثیرات یادگیری» برای «ارزشیابی مفهوم بر تاکید با فرایندمحور

دارد؟ ریاض امتحانات در آنها اضطراب و استرس کاهش و دانش�آموزان

تحقیق نظری پیشینه�ی .٢

ما «دانش�آموزان که است معتقد (٢٠١٣) ویلیام است. نوین آموزش کلیدی مولفه�های از ی ارزشیابی
هرگز �گرفتند م یاد �دهیم، م درس که را آنچه ما دانش�آموزان اگر �گیرند، نم یاد �کنیم م تدریس که را آنچه
آمد کار آموزش در فرایندمحوری �ارزشیابی که معناست بدان ژرف و ساده واقعیت این نبود. به�ارزشیابی نیازی

.« است
خوب ارزشیابی اگر �گوید م و کرده�است قلمداد یادگیری محرکه�ی موتور به�عنوان را ارزشیابی (٢٠١٢) وایت
به�یادگیرندگان و کند وضع را کاریمعقول بار و کند تنظیم را انتظاراتروشن بود خواهد قادر باشد، شده طراح
طراح و نقشه ارزشیابی، �اگر �که حال در داد. خواهد را بازخورد دریافت و تمرین خود، کار پایش فرصت

از آن مولفه�های و ارزشیابی سواد درباره دانستن بنابراین شود. یادگیری مانع است ن مم باشد داشته ضعیف
بحث ارزشیابی سواد دهنده یل تش �اجزای درباره تفصیل به (٢٠٠٨) افرینبار است. برخوردار بالایی اهمیت
است. ارزشیابی مجزای مهارت�های و رویه�ها �ها، تکنی از فراتر چیزی ارزشیابی سواد که است معتقد و �کند م
عصر در هنوز معاصر معلمان که�اکثر �گوید م حت و �شود م قائل تفاوت ارزشیابی و امتحان یا آزمون بین او
نظریه�اجتماع به رجوع با افرینبار �کنند. م امتناع ارزشیابی عصر شرایط پذیرفتن از و هستند امتحان و آزمون

آنها به فقط که نیست کاف هرگز معلمان ارزشیابی سواد ارتقاء منظور به که �گوید م وتس وی فرهنگ
معلمان که شود فراهم موقعیت�هایی و شرایط باید ه بل دهیم، آموزش را سوال طرح و آزمون�سازی �های تکنی
�یادگیری هیچ�گونه وتس وی نظر بنابر دهند. تغییر را یادگیری و دانش به نسبت نگرشخود و جهان�بین بتوانند
باید معلمان بنابراین �افتد، نم اتفاق اجتماع و فرهنگ و فیزی انگیزش و محیط از مجزا و منفرد به�صورت

یرند. ب یاد را ارزشیابی صحیح شیوه�های تا گیرند قرار اجتماع و فرهنگ ، فیزی مناسب فضای ی در
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امتحان اکس(١٩٩۵) و لاو از نقل به (١٩٩٢) میشل است. متفاوت گرفتن امتحان و آزمون با اصولا ارزشیابی
به�صورتچندگزینه�ای معمولا که �کند کلاستعریفم در زمان�دار بعدی ی و تکموقعیت رویه ی به�عنوان را
است استاندارد و صوری اغلب �امتحان �که حال در �دارند م بیان (١٩٩۵) اکس و لاو است. پاسخ کوتاه یا
انجام �توانند م و �دانند م دانش�آموزان که است چیزهایی درباره اطلاعات از مجموعه�ای بر مبتن ارزشیابی ول
آزمون نمره�ده و برگزاری لحاظ از استانداردی و دقیق رویه�های با دانش�آموزان امتحان در ر دی عبارت به دهند.
بافت�های و زمان�ها در اطلاعات آوری جمع برای چندگانه�ای روش�های و شیوه�ها ارزشیابی، در ول مواجهند

دارد. وجود مختلف
، سنت آزمون�های ابزارهای کاربردترین پر از برخ . هسنتد نتیجه�محور ابزارهای معمولا سنت آزمون�های

هستند. پاسخ کوتاه و غلط و صحیح ، تشریح گزینه�ای، چند آزمون�های
�کنند م انتخاب را صحیح پاسخ ی دانش�آموزان غلط و صحیحح ابزارهای در : صحیح/غلط ابزارهای
صحیح جواب تصادف انتخاب احتمال امتحانات این در است. راحت امتحانات چنین تصحیح و برگزاری
دلایل به آزمون�سازی موسسات و مدارس مدرسان سوی از معمولا ابزارهایی چنین گزینه�ای: چند ۵٠ابزارهای

. (١٩٩٨ ، (بیل �شود: م استفاده زیر
�باشند. م رایانه توسط تصحیح قابل و �باشد م سریع و آسان آنها تصحیح -۱

انتزاع به�صورت استکه آزمون�هایی از اعتمادتر قابل و منصفانه�تر امتحان ظاهر استو عین آنها نمره�ده -۲
�شوند. م تصحیح

�پذیرد. م امتحان به�عنوان را آنها عرف و دارند را امتحان ظاهر -۳

چهارگزینه�ای مثلا ) �کند م کمتر را صحیح جواب انتخاب احتمال غلط و صحیح آزمون�های با مقایسه در -۴

که حال در �باشد م ۰/۳۳ جوابصحیح انتخاب احتمال سه�گزینه�ای و ۰/۲۵ جوابصحیح انتخاب احتمال
سنجش هنگام که معتقدند (٢٠٠٠) اران هم و سون سیمون .( �باشد م ۰/۵ احتمال این غلط و صحیح در
که چندگزینه�ای آزمون�های طراح زیرا است، وقت�گیرتر چندگزینه�ای آزمون�های طراح شناخت مهارت�های

. است دشوارتر تحلیل و تجزبه مانند تفکر بالاتر مهارت�های از دانش�آموزان استفاده سنجش به قادر
�کند. م انتقاد زیر دلایل به چندگزینه�ای آزمون�های از (١٩٩٨) بیل از نقل به هاگس

. �کند م امتحان را تشخیص قوه�ی فقط تکنی این -۱
باشد. داشته آزمون نمره�ی بر ناشناخته�ای ول ملاحظه قابل تاثیر است ن مم حدس جواب -۲

�کند. م محدود شدت به را امتحان تکنی این -۳
است. ل مش آن با موفق و خوب سوالات نوشتن -۴

است. راحت آن در تقلب ان ام -۵

تحصیل پیشرفت ارزشیابی انواع .٣

آموزش از قبل ارزشیابی ارزشیابی، این از منظور آزمون). از پیش ورودی، (ارزشیابی آغازین ارزشیابی .١.٣
مربوطه پیش�نیازهای دانش�آموز باید که آزوبل، سازمانده�های پیش نظریه به توجه با ارزشیابی این در است.
همین�جا از تدریس شروع نقطه�ی باشند، بلد دانش�آموزان اگر �پرسد، م سوال دانش�آموزا از معلم باشد، بلد را
اطلاعات آغازین ارزشیابی کند. یادآوری را آنها و برگردد عقب به باید معلم نباشند، بلد اگر ول �شود م آغاز

انجام بهتر دانش�آموزان آموزش هدایت و درس برنامه�ریزی آن وسیله به که �دهد م قرار معلم اختیار در را
این نتایج از یادگیری برای آنها آمادگ میزان و دانش�آموزان تحصیل پیشرفت متفاوت سطوح شناخت �شود. م
ان�پذیر ام نیز �ها بدفهم و خطاها و �یادگیرندگان اشتباه تصورات تشخیص این بر علاوه است. ارزشیابی نوع

�شود. م

دو ط را ران پژوهش توجه مستمر یا تکوین ارزشیابی آموزش). حین (ارزشیابی تکوین ارزشیابی .٢.٣
و آموزش حین در که است ارزشیابی از ری دی نوع تکوین ارزشیابی . �است کرده جلب خود به گذشته دهه
سنجش تلاش ی را تکوین ارزشیابی (١٩٩١) ریون اس �شود. م انجام آموزش �اصلاح به کم منظور به

ارزش مورد در داوری برای ارزشیابی این �شود. م انجام آن اصلاح منظور به و آموزش اتمام از پیش که �داند م
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�گیرد. م قرار استفاده مورد اجرا حال در برنامه
ایده�ی کند، کم �یادگیری به �تواند م که�ارزشیابی ایده �این که است بدیه » که است معتقد (٢٠١٣) ویلیام
یا تکوین �ارزشیابی که دارد آن بر دلالت که است زیادی شواهد است جدید که آنچه ول نیست جدیدی
بدانید، است جالب . « است دانش�آموزان پیشرفت بهبود جهت راه�ها قوی�ترین از ی یادگیری برای ارزشیابی
�شود م مربوط کارکردی به ه بل �گردد برنم ارزشیابی خود به اینجا در تکوین �اصطلاح که است معتقد ویلیام

�کند. م تکمیل را آن و �دهد م ل ش دانش�آموز به�یادگیری یعن �آورد. م به�وجود عمل در ارزشیابی �این که
نه �کند، م کم یادگیری یادده فرایند به که �آورند م به�شمار ابزاری به�عنوان را تکوین ارزشیابی ران پژوهش
�ارزشیابی که است معتقد (١٩٩٨) ز بی . �دهد م قرار سنجش مورد را فرآورده �یا نتیجه ی صرفاً که �ابزاری
نظر در جامع ارزشیابی از بخش به�عنوان باید و دارد کلاس ارزشیابی �در مهم اه جای نیز پایان یا تجمع
ارزشیابی هم و یادگیری برای ارزشیابی هم کلاس ارزشیابی که« است معتقد (٢٠٠٨) کالینگهام . شود گرفته

. است» استوار دانش�آموز و معلم گفت�و�گوی بر یادگیری به�عنوان
کم معلم به �تواند م که شود استفاده اطلاعات کسب برای باید �ارزشیابی که �دارد م بیان گینزبورگ(٢٠٠٩)

کند. طراح را فرد برای به�ویژه موثر آموزش که کند
�کند. م پیشنهاد آنلاین یادگیری محیط�های در ارزشیابی برای اصل �استراتژی سه (٢٠٠٠) ریوز

�سنجد. م را فرد دانش که شناخت ارزشیابی -۱
�سنجشد. م را فرد رد عمل که ردی عمل ارزشیابی -۲

�سنجد. م فعالیت�هایش ثبت با را فرد پرونده که پوشه�ای ارزشیابی -۳

تکوین ارزشیابی برعکس ارزشیابی این .( آزمون پساز ، پایان (ارزشیابی تراکم یا تجمع ارزشیابی .٣.٣
و رد عمل درباره نهایی قضاوت �ی ه بل نیست. تدریس بهبود برای اطلاعات آوری جمع آن از هدف و است
هدف تراکم ارزشیابی در است). قضاوت مرحله پایان (ارزشیابی، �باشد م دوره پایان در دانش�آموز یادگیری
ارزشیابی در ول است، آموزش دوره �یا برنامه ی نتایج و پیامدها درباره ارزش داوری اطلاعات، گردآوری از
ارزشیابی اهداف ر دی عبارت به اجراست. حال در آموزش اصلاح اطلاعات، گردآوری از هدف ، تکوین
یا رد مورد در تصمیم�گیری و دادن نمره یادگیرندگان، آموخته�های ارزشیابی ، آموزش دوره�ی پایان �در تراکم

است. مدرس تدریس شیوه و آموزش برنامه اثربخش ارزشیابی نیز و یادگیرندگان شدن قبول
کم به تا �داند م تدریس روند پایان از قبل سنجش، برای تلاش ی را تجمع ارزشیابی (١٩٩١) روین اس

( نگیریم نظر در تدریس آخر حلقه�ی به�عنوان را ارزشیابی (یعن بخشند. بهبود را تدریس بتوان آن

و سنجش آن از هدف و �شود م انجام تدریس فرایند طول در ارزشیابی این . تشخیص ارزشیابی .۴.٣
مساله ی با معلم که �شود م انجام هنگام و آنهاست یادگیری لات مش و دانش�آموزان مهارت�های تشخیص

شده�است. مواجه جدی آموزش
لات مش تشخیص و اندازه�گیری ، بررس به ارزشیابی این �شود. م انجام آموزش حین در نیز ارزشیابی این
توجه مورد هنگام ارزشیابی نوع این استفاده�از �پردازد. م دانش�آموزان موجود مهارت الات اش و یادگیری
معلم به ارزشیابی نوع این انجام شده�است. مواجه شدید و عمیق ل مش با کند احساس معلم که �گیرد م قرار
اتخاذ و آمده بدست نتایج استفاده�از با و داده تشخیص را موجود ل مش و نارسایی علل تا کرد خواهد کم
نوع این نماید. طراح دانش�آموزان تحصیل رد عمل ارتقای و ل مش رفع جهت در برنامه�ای مناسب ار راه
یادگیری خفیف لات مش به تکوین ارزشیابی در که تفاوت این با �است شبیه تکوین �ارزشیابی به ارزشیابی

�گیرد. م قرار توجه مورد حاد لات مش تشخیص ارزشیابی در اما �شود م پرداخته

(نتیجه�محور) فرآورده�محور ارزشیابی مقابل در محور فرایند ارزشیابی .۴

پدید آنها در کیفیت با یادگیری از حس تا شوند راهنمایی باید دانش�آموزان فرایندمحور ارزشیابی روش در
است. یادگیری برای مهم پیش�شرط حس �این که است معتقد (١٩٨٩) سدلر رویس آید.

داده�اند. انجام فرآورده�محور و فرایندمحور ارزشیابی روش�های بین را زیر مقایسه�ی (٢٠١۶) اران هم و شرایبر
آزمون�هاست نتیجه�ی بر مبتن معمولا دانش�آموزان تجربی مهارت�های به نمره�ده بزرگ مقیاس با ارزشیابی در
زمان�بر فرایندمحور تحلیل�های �گیرد. م قرار نظر مد دانش�آموز اعمال کیفیت فرایندمحور رد روی در ول



٣۵ دانش�آموزان نفس به� اعتماد و هندس مساله�ی حل ارتقاء بر محور فرایند ارزشیابی روش�های تاثیرات بررس

هستند.
آموزش تنیده هم در عناصر ارزشیابی و درس برنامه تدریس نوین دیدگاه�های در که �گوید م (٢٠٠۴) شریف

�آورند. م به�شمار
چنین را تدریس فرایند با آن ارتباط و اه�ارزشیابی جای تدریسخود مرحله�ای سه وی ال در لافرانسویس(١٩٩١)

�کند. م بیان
روش�های انتخاب و دانش�آموزان سطح تعیین ، آموزش اهداف تعیین شامل که تدریس از پیش مرحله الف)

�شود. م تدریس مناسب
فعالیت�های بر نظارت و دانش�آموزان برای یادگیری مناسب تجربیات آوردن پدید بر تدریسکه ضمن مرحله ب)
و بازخورد ارائه�ی آنها، نیازهای با مناسب تدریس روش�های اتخاذ و آنها ضعف و قوت نقاط شناسایی و آنها

�کند. م تاکید یادگیری برای مستمر انگیزش و تشویق
ارائه�ی ، آموزش به�اهداف نیل در موفقیت میزان توصیف و سنجش بر مبتن که تدریس از پس مرحله ج)
و تدریس روش�های کارآمدی سنجش و والدینشان و آنها به دانش�آموزان قوت و ضعف نقاط مورد در بازخورد

�باشد. م آینده برای تصمیم�گیری
چه دانش�آموز �کند م تعیین که است معلم گرفتن امتحان و تدریس روش که�این است معتقد (١٩٩٨) رامسدن

شود. تقویت �یادگیری که بپرسد سوال ونه چ معلم یعن یرد. ب ونه�یاد چ و یرد ب یاد چیزی
روش�های باید اول کنید، اصلاح را آموزش نظام ی �خواهید م �اگر که �گوید م (٢٠٠٣) رستگار از نقل به التون

کنید. اصلاح را آن ارزشیابی
به باید نتیجه�محور و فرایندمحور ارزشیابی ردهای روی مقایسه�ی در که است معتقد (٢٠٠٠) محمدی مهر

شود. توجه برنامه�ها و روش�ها و آموزش �اهداف
به گرا) شناخت رد (روی فرایند�محور و رفتارگرا) رد (روی نتیجه�محور بی ارزشیابی بین مقایسه�ای (١) جدول

(٢٠٠٠ محمدی (مهر �آورد م عمل
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توجه که است مفهوم که است یادگیری برای ارزشیابی براساس �اخیر مطالعه داده�های تحلیل نظری چهارچوب
اصلاح جنبش�های که (٢٠١۵)معتقدند اران وهم گاوین �است. کرده جلب خود به اخیر دهه�های در را محققان
بهبود بر و کاهشدهند را گزینش شدت به آموزش ارزشیابی منف پیامدهای تا �کوشند م آموزشمعاصر روش

�کنند. م تاکید فرایندها در یادگیرندگان فعال مشارکت ازطریق تدریس و یادگیری
�کند م بیان او �کند. م کودکتمرکز سنجشذهن بر او قول به یا دانش�آموزان سنجشتفکر بر گینزبورگ(٢٠٠٩)
�دهند. م یل تش را کودک ار آش رد عمل سنجش �اساس که �گردد برم شناخت فرایندهای به دانش یا تفکر که
موجود ضعف�های نقطه تحلیل در را جواب باید معلم دارد، ل مش دانش�آموز ی چرا که بدانیم بخواهیم وقت

کند. جستجو کودک تفکر در

تحقیق طرح .۵

�های طراح از ترکیبی از نیمه�کیف درتحقیق است، برخودار نیمه�کیف تحقیق طراح ی از پژوهشحاضر
تحلیل بر مبتن کم تحقیق طراح است. توضیح کیف طراح بر تاکید ول �شود م استفاده کم و کیف
و است توضیح عمدتاً کار ماهیت کیف طراح در ول �آیند م بدست تحقیق در که است ارقام و اعداد
پدیده ی با که �باشد م انگیزش و نگرش�ها عقاید، ، اساس دلایل از درک آوردن بدست آن، اجرای از هدف
ی �کند. م کم کیف پژوهش برای فرضیه تدوین به یا �دهد م مساله درباره بینش تحقیق این است. مرتبط

�است. مساله مورد در بیشتر تعمق و اظهارنظر و تفکر در موجود روندهای کشف ، کیف تحقیق دلایل از ر دی
�شود. م استفاده نیمه�ساختاری یا ساختار بدون �های تکنی �از استکه متنوع کیف داده�های روش�هایجمع�آوری
اندازه�ی �باشند. م مشارکت و مشاهده فردی، مصاحبه�های ، گروه بحث�های آن عمده�ی روش�های از برخ
در که بودند پسر دانش�آموز ٨٠ تحقیق جامعه شرکت�کنندگان است. کم معمولا� تحقیق نوع این در نمونه
ضعیف رد عمل اگر شد خواسته آنها� از �خواندند. م هندسه ١٣٩٩-١٣٩٨ های سال در شهرستان دبیرستان�های

کنند. شرکت پروژه این در �توانند م �شوند، م استرس و اضطراب دچار هندسه امتحان در یا دارند هندسه در
تصادف به�صورت آنها از نفری ١۵ نمونه�ی �ی که شدند داوطلب تحقیق این در شرکت برای دانش�آموز ٣۵

بود. سال ١۶ ١۵تا بین کنندگان شرکت سن و شدند انتخاب
طول به روز ٨۴ پروژه بنابراین کردند، شرکت دقیقه�ای نود جلسه شش در میان در هفته ی به�صورت آنها
هیچ شد. کار ارزش�یابی روش دو روی جلسه هر در و شد �اعمال جلسه دو در ارزشیابی روش هر انجامید،
بود. شده لحاظ ارزشیابی ازجلسات بخش به�عنوان آموزش واقع در نداشت، وجود جداگانه�ای آموزش جلسه�ی

داده�ها تحلیل و جمع�آوری .۶

نکات محقق جلسه هر در بود، مشاهده آنها از �ی که شد آوری جمع روش چند از تحقیق داده�های
عکس�العمل�های مثلا �نمود، م یادداشت �کرد م مشاهده درکلاس که موضوعات از متنوع طیف درباره�ی
شفاه مصاحبه�های داده�ها آوری جمع ر، دی منبع بود. سوءتفاهم�ها و نگرش�ها فعال، مشارکت شرکت�کنندگان،

شرکت رد عمل سوم، منبع �دادند. م جواب �پرسید م محقق که سوالات به دانش�آموزان آن در که بود کتبی یا
هفته هر که بود هفتگ گزارش�های و داده�ها آوری جمع چهارم، منبع و بود جلسه هر آزمون�های در کنندگان

�داد. م تحویل گروه سر

دقیقه ٣٠ آن زمان که �شد م برگزار دانش�آموزان برای هندسه آزمون �ی هفته هر تحقیق. اجرای روش .١.۶
بعد کنند. استفاده یادگیری برای ارزش�یابی جهت آنها ازنتایج �کرد م سع و �کرد م تصحیح را آنها معلم بود.
بازخورد ارایه�ی فرایند �شد. م داده توضیح او برای دوستانه فضای در دانش�آموزان عمده خطاهای امتحان هر از

کنند. کشف را هندسه یادگیری از خود برداشت�های سوء که �کرد م کم دانش�آموزان به
تا �شد م بیان کلاس در کل به�صورت ه بل �شد، نم ذکر دانش�آموز نام خطاها توضیح و تصحیح فرایند در
بهتر روشن�سازی جهت را دانش�آموزان سوالات جواب معلم باشند. نداشته اضطراب احساس دانش�آموزان
نقاط و �کرد م استقبال پیشنهاد آن از معلم �دادند، م پیشنهادی دانش�آموزان اگر و �داد م آرامش و حوصله با
�ها، چندضلع درباره که ٢ کلاسهندسه در معلم �داد. م توضیح روشدوستانه�ای به را پیشنهاد آن ضعفوقوت
و �کرد م سوال نیز دانش�آموزان از تدریس ضمن فضایی، ال اش �های ویژگ و انطباق�ها مثلث�ها، مختلف انواع
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�رساند. م حداقل به را آنها برداشت�های سوء لاتو مش امر �این که �کرد نم تدریسموکول از بعد به را ارزش�یابی
را آن دانش�آموزان است ن مم که دارد وجود دشواری هندس �اصطلاحات هندسه درس در که آنجا از همچنین
�است شده سع حاضر پژوهش در �داد. م ارایه روشن و مفید توضیحات اصطلاحات آن درباره�ی نکنند، درک
و برنامه�ریزی ازطریق و شود شناسایی آنها برداشت سوء و یادگیری موانع و دانش�آموزان اضطراب ترسو عوامل
ه بل �شود، نم موکول پایان �امتحانات به صرفاً ارزشیابی رد روی این در شوند. حل لات مش این مناسب اقدام
آمادگ فقدان از: عبارتند شده شناسایی لات مش از برخ �شود. م انجام مختلف شیوه�های به جلسه هر در

به جواب دادن در تردید نفس، به اعتماد عدم امتحان، برای اضطراب مباحث، و مفاهیم بر دانش�آموزان توسط
پایین. نمرات و نتایج درباره نگران امتحانات، برای وخوشایند انعطاف�پذیر محیط ی وجود عدم سوالات،

خود سوی از خطاها تصحیح ارزش�یابی از بعد دانش�آموزان خطاهای تصحیح برای ر دی روش�های از ی
دانش�آموزان بازخورد فرایند مثبت ازجنبه�های ی �گوید م زمینه این در ول(٢٠٠٨) نی بود. آنها �های لاس هم
بخشد. تعمیق را یادگیری اهداف از آنها درک �تواند م امر این و �کنند م راملاحظه ر همدی کار که است این
ملاحظه را �شد م داده تحویل محقق به که سرگروهها هفتگ ازگزارش�های نمونه�ای (۲) شماره درجدول

�کنید. م

به�صورت اول امتحان بود، پایین خیل درسهندسه کلاسدر رد عمل ارزشیابیکلاس آزمون انجام با که آنجا از
داده سوال سه سپس . شود. کاسته امتحان خصوص در دانش�آموزان اضطراب از تا شد برگزار گروه و فردی
�شد م داده سوال ی دانش�آموز هر به آن از پس �دادند، م مشخصجواب زمان در را آنها دانش�آموزان و �شد م
نمره بودند، نفری سه گروه�های که آنجا از بود. زیر روش طبق امتحان تصحیح روش دهد. جواب را آن تا
مستقیم نظارت عمل این اجرای کردیم.در تقسیم دو بر سپس و جمع گروه نمره با و کرده برابر سه را فردی
یا منفعل گروه در کس هیچ به�طوری�که کند تاکید گروه �اعضای همه مشارکت بر باید او است. ضروری معلم

نماند. غیرفعال
نوشته جواب از قسمت نیز سوالات از برخ در و بودند ارزشیابی�ها از مختلف انواع شامل ارزشیابی سوالات
اشتباه و نوشته را جواب نیز سوالات از ر دی دربرخ و آورد �یاد به را حل راه یا �اثبات بقیه دانش�آموز تا �شد م

دانش�آموزان برای قسمت این و کنند پیدا را اشباه این تا شد خواسته دانش�آموزان �از که داشت وجود جواب در
بود. بخش لذت بسیار

تمایل و دانش�آموزان یادگیری ارتقاء در را فرایندمحور ارزشیابی روش نتایج (۳) جدول یافته�ها. و نتایج .٢.۶
�دهد. م نشان را قبیل این از فاکتورهایی و هندسه امتحانات مورد در آنها اضطراب کاهش و �یادگیری به
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یری چشم بهبود شاهد نفر ١١ تحقیق، پروژه در شرکت�کننده ١۵ از �بینید، م (۳) جدول در که همانگونه
است. تحقیق نمونه�ی ۷۳٫ ۳۳ برابر که شدند خود هندس مساله حل تجربه درباره�ی

شخص مصاحبه�های تحلیل طریق از امر �این که کرد، پیدا زیادی تغییر کننده شرکت ١٠ فکر طرز همچنین
بود. مشهود هفتگ گزارش�های و قبل جلسه�ی دو در آنها بخش رضایت ارتقاء ، تخصص مسائل حل در آنها
آوردند، بدست هندسه مورد در خود ریاض فکر طرز در موفق تغییر شرکت�کنندگان درصد ۶۶٫ بدین�ترتیب۶۶

بود. غیررضایت�بخش و جزئ آنها تغییر ر دی شرکت�کننده�ی ۵ ول
هندسه امتحان در استرس و اضطراب مورد در شرکت�کنندگان با محقق مصاحبه�ی پاسخ�های (۴) جدول در

�است. آمده

پایان جلسه�ی در استرس و اضطراب هیچ که گفته�اند شرکت�کننده ٩ �بینیم، م (۴) جدول در که همان�گونه
و یادگیری انگیزه�ی کاهش موجب امر �این که �است بوده ترسناک آنها برای هندسه قبلا ول نداشته�اند هندسه
پروژه�ی در شرکت به مربوط قویاً را خود مثبت تغییر این آنها �است. �شده م هندسه کلاس�های در فعال مشارکت

�دانستند. م ما تحقیق
دارند هندسه امتحان در ملاحظه�ای قابل استرس و اضطراب همچنان که �گفتند م درصد) ۴٠ ) کننده شرکت ۶

شده�اند. بهتر گذشته به نسبت ول
که �است شده تقویت ملاحظه�ای قابل به�طور هندسه در آنها نفس به �اعتماد که کرده�اند تاکیده کننده شرکت ١١

�دهند. م یل تش را تحقیق نمونه�ی ۷۳٫ ۳۳ تعداد �این
جهت نفس به اعتماد حس آنها به یادگیری ارتقای و محققان کم و امتحانات برگزاری شیوه که گفته�اند آنها
داده�های نیز تحقیق آخر جلسه�ی در شرکت�کنندگان از محققان مشاهدات �است. داده را هندس مسائل حل
رسیده درک �این به شرکت�کنندگان همه�ی تعاملات این نتیجه�ی در �کند. م تایید را مصاحبه�ها در آمده بدست
نفر) ١۵) شرکت�کنندگان همه�ی دارد. وجود ارزشیابی و یادگیری استدلال برای مختلف �های سب که بودند
یادگیری لحاظ از متفاوت تجربه�ای را تحقیق این آنها زیرا شرکتکنند. مشابه� تحقیق پروژه�های در بودند حاضر

. یافته�اند امتحان و
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ونتیجه�گیری بحث .٧

دانش�آموزان رد عمل مورد �در کم قضاوت �ی ارائه جهت معمولا مدارس در سنت ارزش�یابی روش�های
جهت آنها انگیزه�ی ارتقای و نفس به اعتماد تقویت دانش�آموزان، اشتباهات تصحیح برای و �گیرد م صورت
نتیجه�ی و محصول را امتحان نمرات روش�ها این دارند. بسیارجزئ تاثیری یا �دهند نم انجام کاری یادگیری
در ول هستند نتیجه�محور ارزشیابی روش�های آنها واقع در و �آورند م شمار به یادگیری و یادده فرایند نهایی
شمار به ویادگیری یادده فرایند از لاینفک بخش ارزشیابی هستند، فرایندمحور که جدید ارزشیابی روش�های
دانش�آموزان نفس به اعتماد و انگیزه وتقویت تفاهم�ها سوء تصحیح یادگیری، ارتقاء ارزشیابی از وهدف �رود م
سنت روش�های در ول �شود م تاکید یادگیری درخدمت ارزشیابی مفهوم بر نوین ارزشیابی روش�های در است.

�شود. م تاکید آموخته�ها ارزشیابی بر
دانش�آموزان یادگیری ارتقاء بر فرایندمحور ارزشیابی روش�های تاثیر که �است شده سع حاضر پژوهش در
که شد، انتخاب دانش�آموز ٣۵ بین از تصادف به�طور نفری ١۵ نمونه�ی ی کار این انجام جهت شود. بررس
هندسه که بودند پسران که داشتند اضطراب و �ترسیدند م هندسه درس از یا داشتند هندسه در ضعیف رد عمل
کردند. شرکت فرایندمحور ارزشیابی درکلاس جلسه ۶ آنها �خواندند. م شوش شهرستان دبیرستان�های در را ٢
آزمون�های در دانش�آموزان رد عمل مصاحبه�ها، محققان، مشاهدات از بود عبارت داده�ها آوری جمع تکنی
ارتقاء برای فرایندمحور ارزش�یابی روش�های کارآمدی لحاظ از داده�ها سرگروهها. هفتگ گزارش�های و پروژه
نتایج از تحلیل گرفت. قرار تحلیل و تجزیه مورد دانش�آموزان نفس به اعتماد و مشارکت انگیزه یادگیری،

�شود. م ارائه درذیل آمده بدست
تحقیق نمونه�ی درصد ۷۳٫ ۳۳ رقم �این که کرد، پیدا چشم�گیری بهبود دانش�آموز ١١ هندس مسئله حل تجربه
�امتحان جلسه در نشستن برای استرس ر دی آنها که گفته�اند درصد) ۶٠ ) دانش�آموز ٩ �دهد. م یل تش را

ندارند. هندسه پایان
شدند. هندسه مورد در خود ریاض یر چشم فکر طرز مثبت تغییر شاهد درصد) ۶۶٫ ۶۶ ) کننده ١٠شرکت
شده تقویت ملاحظه�ای قابل به�طور هندسه کلاس در آنها نفس به �اعتماد که کرده�اند تاکید کننده شرکت ١١
به �توان م را موفقیت از بالا درصد این �دهد. م یل تش را تحقیق نمونه�ی درصد ۷۳٫ ۳۳ رقم �این که �است،

داد. نسبت همیارانه و دوستانه محیط در شرکت�کنندگان به سازنده و آموزنده بازخورد �ارائه
لاینفک و اساس بخش امتحان نمره�ده و تصحیح از پس دانش�آموزان به اصلاح و مفید بازخورد ارائه�ی
�دهند. نم انجام را کار این ریاض معلمان به�ویژه معلمان قاطع �اکثریت متاسفانه که است ارزشیابی فرایند از
را آن ودلیل شماست از خیل کل ایراد این مثلا وییم ب و بدهیم دانش�آموزان به تصحیح و مفید بازخورد
ثمر مثمر مرحله این معلمان که دارد بسیار تاسف جای دهیم. توضیح را آنها انفرادی الات اش یا دهیم توضیح

�گذرند. م آن کنار از و �گیرند م نادیده را یادگیری و یادده فرایند و ارزشیابی از
برطرف و تصحیح موثر شیوه�ای به را غلط محاسبات و یادگیری در اشتباه برداشت�های �تواند م بازخورد ارائه
�شوند م مشتاق بپردازند، بهایی آن بابت که خطایی مخصوصاً �کنند م خطایی �انسان�ها �که هنگام زیرا کند.
امتحان در اگر مثلا نشوند. خطایی چنین مرتکب بعد دفعات تا کنند تصحیح ونه چ را خود خطای که بیاموزند

داده�اند. دست �از نمره ساده این�قدر چرا که �شوند م ناراحت بازخورد هنگام در بدهند، دست از نمره�ای
کردن برطرف برای شیوه موثرترین البته باشد. آموزنده بسیار هندسه و ریاض درکلاس �تواند م امر این
دانش�آموز نام ذکر بدون و غیرمستقیم به�صورت خطا تصحیح �این که است آن دانش�آموزان، اشتباه برداشت�های
آن با دانش�آموزان �امتحان برگه در که کرد آماده را اشتباه برداشت�های و خطاها از فهرست محقق صورتگیرد.
بدین�ترتیبهیچ �داد. م کلاستوضیح کل برای را آنها خاص دانش�آموز نام ذکر بدون سپس بود. کرده برخورد
به �توانند م دانش�آموزان است استرس از عاری که محیط چنین در �کرد. نم سرزنش یا احساسخجالت کس
ویاد بیاموزند ن مم وجه موثرترین به خود خطاهای از و کنند توجه دقیق به�طور معلم آموزنده بازخورد �ارائه�ی
و اشتباهات تصحیح برای ( ساعت ربع (مثلا مختصری جلسه�ی آزمون هر از بعد است بهتر بنابراین یرند. ب

شوند. بیان دانش�آموزان نام ذکر بدون کل خطاهای و شود برگزار بازخورد
آزمون زیرا شده�اند. خطاها این مرتکب هم ر دی نفر چهار و داشته�اند را خطاها این نفر پنج که شود گفته مثلا
با که است هواپیمایی مانند باشد نداشته ارتباط مخاطبینش با �که معلم و است سر بدون تن مانند بازخورد بدون
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در �توانستند م آنها و �کرد م کم آنها پیشرفت به نیز نفری ٣ گروههای در جمع کار ندارد. ارتباط مراقبت برج
دانش�آموزان �که هنگام کنند. اصلاح و بسازند را خود دانش�آموزان و باشند داشته فعال مشارکت خود یادگیری
به را خود آموخته�های تا �دادند م انجام را نهایتتلاشخود آنها �دهند، م جواب سوال به گروه در جمع به�طور
مسئولیت این �شود. م اضطراب کاهش به منجر و �افزاید م کار فرایند تنوع به همچنین رویه این آورند. میدان
کار که مسئله حل در مثلا �کرد. م مفیدوموثری کم �آنها به هندسه با بودن راحت احساس ارتقا در مشترک
این از آن حل برای که �دادند م پیشنهاد و �آورد م �یاد به را خود قبل آموخته�های کس هر بود، نفری ٣ گروه

کنیم. حل روش آن یا روش
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توپولوژی و هندسه سمینار دوازدهمین
تبریز. اه دانش ،٢٠٢٣ جولای ٢۴-٢٣ ،١۴٠٢ ماه مرداد ١-٢

سرطان سلول�های شناخت پویایی در فینسلر نوع برآوردگرهای

فغفوری مرتض و سیدحاتم لیلا

جمعیت رشد که است شده معرف گارنر دینامی سیستم به مربوط فینسلری مدل تحقیق این در یده. چ
داده نشان شده ارائه بیولوژی مدل�های با متناسب فینسلر ساختار �کند. م مدل�سازی را سرطان سلول�های
سرطان فرآیند در توجه قابل تغییرات به�دلیل که را سرطان سلول�های جمعیت کل رشد �تواند م که است شده
به�وجود هندس ساختار فضایی تجسم از مقدمه�ای و کاربردی مزایای ، هندس پیشینه دهد. ارائه را �دهد م رخ

است. گرفته قرار بحث مورد آمده
. سرطان سلول� ، مینکوفس نرم هیلبرت، فضای هللند، قاب راندرز، متر فینسلر، ساختار کلیدی: کلمات

مقدمه .١

اهمیت حائز بسیار است، سلول�ها از نوع سه شامل که سرطان سلول�های تغییرات شرح حاضر، متن در
گاه پیش�آ در آن�ها فراوان و مرده سلول�های و استراحت) حال (در ساکن (نامیرا)، تکثیر حال در .[١] است

سیستم توسط ١٩٩۵ سال در ابتدا سرطان سلول�های جمعیت تکامل است. کننده تعیین سرطان بیماری�های
�کند م تبعیت زیر دیفرانسیل سیستم از و شد مدل�سازی زیر، مفروضات اساس بر ، سولیانی دینامی

(١.١) ˙̃x = bx̃− Px̃+Qỹ, ˙̃y = −dỹ + Px̃−Qỹ.

تکثیر، حال در سلول�های تقسیم نرخ b ساکن، سلول�های ỹ مقدار و تکثیر حال در سلول�های ،x̃ مقدار آن در که
برعکس. و تکثیر حالت به ساکن حالت از سلول انتقال Q و P ساکن، سلول�های مرگ نرخ d

[٣ ،٢] یافت توسعه زیر به�صورت اران هم و گارنر توسط مدل این
P = C(x̃+ aỹ), Q = Āx̃/(۱ + B̄x̃۲).

مقابل در ساکن سلول�های توسط مغذی مواد نسبی جذب a، ỹ و x̃ وابسته�های به�عنوان Q و P آن در که
در Q افزایش داخل میزان Ā ساکن، به تکثیر حالت از سلول جابجایی میزان C تکثیر، حال در سلول�های
سلول�های جمعیت شده عددی تکامل گارنر مدل �دهد. م نشان را بزرگ x̃ در Q کاهش ¯A/B̄ و کوچ x̃

�دهد م شرح دینامی سیستم توسط را y = Ca/bỹ و x = c/bx̃

(٢.١) ẋ = x− x(x+ y) +
hxy

۱ +Kx۲
, ẏ = −ry + ax(x+ y)− hxy

۱ +Kx۲
.

h = Ā/(a/c) تکثیر، حال در سلول�های تولد نرخ و ساکن مرگسلول�های نرخ بین نسبت r = d/b آن در که
اثر K = B̄.(b/c)۲ و �کند م جابه�جا تکثیر حال در حالت به ساکن حالت از را سلول�ها که رشدی فاکتور

�کند. م بیان را خفیف کننده تعدیل

هیلبرت فضاهای به وابسته تانسورهای و فینسلر ساختار .٢

فینسلر اساس تابع به�نام نقشه�ای Mو منیفلد nبعدی حقیق C∞ شامل (M, F ) حقیق فینسلر ساختار
.[۶ ،۵ ،۴] است

اگر �شود م نامیده فینسلر اساس تابع ،F : TM → [۰,∞) حقیق الر اس تابع ی .١.٢ تعریف
TM\ {۰} = {(x, y)|x ∈ M, y ∈ TxM, y ̸= ۰} اف�دار ش مماس فضای در هموار F (١)

باشد. پیوسته (TM, π,M)مماس کلاف پوچ قسمت تصویر روی و باشد

.۳۷G۷۵ ۵۳B۴۰؛ :٢٠١٠ موضوع بندی رده
۴٢



۴٣ سرطان سلول�های شناخت پویایی در فینسلر نوع برآوردگرهای

: یعن باشد، ۱ درجه از ن هم مثبت به�طور F (٢)
F (x, λy) = λF (x, y), ∀λ > ۰,

در شده داده gij : TM\ {۰} → R, i, j ∈ ۱, n هموار نقشه�های (٣)

(١.٢) gij =
۱

۲

∂۲F ۲

∂yi∂yj

فینسـلر متری تانسـور میدان مولـفه�های و [g] = (gij)i,j∈۱,n متـقارن، مثبت معین مـاتریس از
هستند. g = gijdx

i ⊗ dxj

چهارم. ریشه نوع و اقلیدس راندرز، �گیریم: م نظر در را فینسلر ساختار نوع سه حاضر تحقیق در

FR = α+ β, α =
√
aij(x)yiyj , β = bI(x)y

i,

FE =
√
aijyiyj , bi = ۰, aij = ثابت ,مقدار

FQ = ۴

√
aijkl(x)yiyjykyl, M روی (۰,۴) تانسوری میدان مولفه�های aijkl.

کنیم: معین را فرم از متر سه این مدل، به وابسته دوبعدی زیردامنه روی �بایست م حال

(٢.٢) FR(y) =
√

δijyiyj + biy
i =

√
(y۱)۲ + (y۲)۲ + b۱y۱ + b۲y۲,

(٣.٢) FE(y) =
√
C۱(y۱)۲ + C۲y۱y۲ + C۳(y۲)۲,

(۴.٢) FQ(y) =
۴
√
q۱(y۱)۴ + q۲(y۱)۳y۲ + q۳(y۱)۲(y۲)۲ + q۴y۱(y۲)۳ + q۵(y۲)۴.

بررس آن�ها جابجایی تخمین با و کارتان تانسورهای آزمون با را مدل به مربوط خواص و �ها ویژگ این رابطه
�کنیم. م

ی چهارم، ریشه و راندرز حالت در است، صفر مشخصاً کارتان تانسور که (٣.٢) اقلیدس حالت برای جز
انتقال توسط و است جهت به وابسته الر اس تابع فربنیوس مربع نرم که �شود، م ارائه پیشرفته کارتان تانسور

�شود. م بیان ∥C∥۲
g = Cijkg

irgjsgktCrst

فینسلر ساختارهای محاسبات .٣

تحت است ن (مم نباشد فراهم (GS) گارنر سیستم شرایط �که هنگام (RS). کاهش گارنر سیستم .١.٣
: یعن شود، زده تقریب ( کاهش دینامی (سیستم RS به�وسیله �تواند م (٢.١) بیافتد)، اتفاق درمان

(١.٣) ẋ = x− x(x+ y), ẏ = −ry + ax(x+ y).

�تواند م Ṗe = (ẋe, ẋe) نرخ بردار از آمده به�دست ∥Ṗe∥E اقلیدس نرم فینسلر. نرم�های محاسبات .٢.٣
و FE(ẋ, ẏ) ،FR(ẋ, ẏ) فینسلر نرم�های با ∥Pe∥ شود. استفاده بیماری تکامل سیر شدت ارزیابی برای
،F (ẋ, ẋ) ∼ ∥Ṗe∥E F فینسلر نرم شده ارائه تقریب دهد. ارائه موضع وفس مینس �تواند م FQ(ẋ, ẏ)

است. اقلیدس نرم ∥.∥E که
�گیریم م نظر در را هستند موضع مینکوفس نوع اصل توابع همان که زیر روابط حال

(٢.٣) FR(ẋ, ẏ) =
√
ẋ۲ + ẏ۲ + b۱ẋ+ b۲ẏ,

(٣.٣) FE(ẋ, ẏ) =
√
C۱ẋ۲ + C۲ẋẏ + C۳ẏ۲,

(۴.٣) FQ(ẋ, ẏ) =
۴
√
a(ẋ)۴ + b(ẋ)۳(ẏ + c(ẋ)۲(ẏ)۲ + d(ẋ)(ẏ)۳ + c(ẏ)۴.



فغفوری مرتض و سیدحاتم لیلا ۴۴

F (Ṗ ) از �کنیم. م استفاده مربعات کمترین روش از a, b, c, d, e و C۱,۲,۳ ،b۱,۲ مقادیر آوردن به�دست برای
داشت خواهیم چهارم ریشه و اقلیدس راندرز، موارد برای و �کنیم م استفاده F (ẋ, ẏ) ∼ ∥Ṗe∥E تعریف در

b۱ẋK + b۲ẏy =
√
(ẋe)۲K + (ẏe)۲K −

√
ẋ۲
K + ẏ۲

k,

C۱ẋ
۲
K + C۲ẋK ẏK + C۳ẏ

۲
K = (ẋe)

۲
K + (ẏe)

۲
K ,

a(ẋ)۴K + b(ẋ)۳K(ẏ)K + c(ẋ)۲K(ẏ)۲K + d(ẋ)K(ẏ)۳K + e(ẏ)۴K = ((ẋe)
۲
K + (ẏe)

۲
K)۲.

(٢.١) گارنر سرطان سلول�های تعداد مدل دینامی متناسبسیستم چهارم ریشه نوع و اقلیدس راندرز، روابط
بود خواهند زیر به�صورت به�ترتیب

(۵.٣) FR(ẋ, ẏ) ≈
√
ẋ۲ + ẏ۲ + ۰٫ ۶۳ẋ− ۰٫ ۲۷ẏ,

FE(ẋ, ẏ) ≈
√

۰٫ ۹۴x۲ + ۱٫ ۱۶ẋẏ + ۰٫ ۵۰ẏ۲,

(۶.٣) FQ(ẋ, ẏ) ≈ ۴
√
−۰٫ ۳۲x۴ + ۲٫ ۷۰ẋ۳ẏ + ۲٫ ۴۲ẋ۲ẏ۲ + ۱٫ ۰۷ẋẏ۳ + ۰٫ ۲۵ẏ۴.

آمده به�وجود فینسلر متری خواصساختارهای .۴

هولومونی غیر قابعمودی و مثبت معین gij ما)، بحث (مورد ∥b∥y < ۱ برای راندرز. نوع ساختار .١.۴
دارد وجود

FH = {XJ |Xj = Xi
j

∂

∂yi
, j = ۱,۲,

.[۴] �شود م نامیده راندرز ساختار هللند قاب که

Xi
J =

√
α/F (δij −

yi(αj + bj
F

+
√

α/F .
yiαj

α
), j = ۱,۲

داریم: را زیر نتایج لذا �شود م αi =
∂α
∂yi = yi

α و ریمان α−تابع ،gij راندرز متری تانسور میدان

مولفه�های FR راندرز ساختار از g = gij(Ṗ )dxi ⊗ dxj رابطه فینسلر متر تانسوری میدان آ) .١.۴ قضیه
دارد را زیر

gij(y) =
α+ β

α
(δij −

yiyj

α۲
) +

yiyj + α(biy
j + bjy

i) + bibj .α
۲

α۲

است. شده ارائه زیر به�صورت هللند قاب میدان مولفه�های (٢.٣) فینسلر ساختار برای ب)

Xi
j =

αFδij − yi(yj + αbj)√
αF ۳

+
yiyj

αF
, j = ۱,۲.

�شود م نتیجه مستقیم محاسبه از آ) اثبات.

gij(y) =
F

α
(δij−αiαj)+(αi+bi)(αj+bj) =

α+ β

α
(δij−

۱

α۲
yiyj)+(

yi

α
+bi)(

yj

α
+bj).

� �شود. م اثبات موضع مینکوفس خاص نرم محاسبات و [۴] هللند قاب تعریف از ب)

�آید. م به�دست زیر موارد [٧] ٢.٢ و ٢.١ قضیه و (۵.٣) ضرایب فرم از استفاده با به�علاوه

(۵.٣) راندرز نوع از متر دو بین انحراف و فینسلر ساختار توسط شده تولید متر اقلیدس نگاشت .٢.۴ نتیجه
است زیر به�صورت

prδgR ≈ (
۰٫ ۹۴۵ẋ− ۰٫ ۴۰۵ẏ√

ẋ۲ + ẏ۲
+ ۱٫ ۲۳۵)۸, θR = arccos

۱٫ ۸۹αẋ− ۰٫ ۸۱αẏ + ۲٫ ۴۷α۲

√
r

.

انحراف زاویه و مسطح فاکتور [٢] ٢.٢ و ٢.١ قضیه از متناظر تساوی شده. القا اقلیدس ساختارهای .٢.۴
�کند. م ایجاد ثابت

prδgE ≈ ۰٫ ۷۲δ, θE = ۰٫ ۷۱.



۴۵ سرطان سلول�های شناخت پویایی در فینسلر نوع برآوردگرهای

را زیر نتیجه [٧] ٢.٢ و ٢.١ معادلات در a, b, c, d, e پارامترهای زین جای چهارم. ریشه نوع ساختار .٣.۴
داد. خواهد

انحراف زاویه و (۶.٣) چهارم رریشه نوع فینسلر ساختار با شده تولید متر با سازگار اقلیدس طرح .٣.۴ نتیجه
است زیر به�صورت آن نگاشت و متر بین

prδgQ =
۱

۱۶F ۶
Q

Pδ, θQ = arccos
P√
۲s

.

تحلیل .۵

سلول�های به (b۱, b۲)ضرایب �دهد. م نشان را بیماری پیش�بین از اطلاعات به�دستآمده، راندرز فینسلر نرم
از متفاوت خواص نیز اقلیدس و چهارم ریشه فینسلر نرم�های دارد. اشاره دینامی سیستم در تکثیر حال در

�گذارد. م نمایش به را سلول�ها تعداد تغییر

نتایج .۶

کار این است. شده استساخته متناسب گارنر دینامی سیستم توسط شده ارائه داده�های با که فینسلری نرم
�دهد. م توضیح را گارنر برداری میدان تغییرات که �شود م مینکوفس نوع از راندرز فینسلر ساختار به منجر
فاکتور افزایش به توجه با �دهد، م ارائه را تکثیر حال در سرطان سلول�های وضعیت تغییر برای متری نرم، این
اساس بر تغییر نسبی تخمین ان ام �دهد م تغییر را کاهش) مرگ، (ازدیاد، دینامی که گارنر سیستم در h رشد
زاویه توسط معمول اقلیدس چارچوب از انحراف همچنین �کند. م فراهم را بعدی اه آزمایش نمونه�های
حاصل�ضرب با است شده محاسبه هیلبرتd−تانسورهای فضای در که معمول اقلیدس نقشه در شده یل تش
فینسلری نرم�های توسط شده ارائه اطلاعات مورد در بیشتر پیشرفت�های �شود. م توصیف تانسورها بین الر اس

است. ارائه قابل آینده مطالعات در دینامی سیستم به نسبت
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